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Предметом изучения математической догкки яаляотся математически в 

рассуждения ч основания математики. 8 специальных разделах матема * 

тической логики изучается такие понятия, как “математическое дока»* 

8ательство", "логический ш о д %  *интерпретация*, "медаль", "истин­

ность*; вводятся строгие определения понятия "числа*, "отношения", 

"Функция*; анализируются понятия "вычислимости" и "алгоритма", 

Естественно, что когда мм решаем математическую задачу, доказы­

ваем теорему иди производим вычисления , то не задумываемся над 

тем, что такое "решение", "доказательство", "вычисление" или "чис­

ло*. Но если какая-нибудь задача упорно не пзддается нашим усилиям* 

иди некоторое утверждение не удается ни доковать, ни опровергнуть, 

то возникает вопрос, имеет ли данная задача решение, мзжно ли boo<S 

*.а доказать иди опровергнуть эте утверждение, Чтобы ответить на 

подобные вопросы приходиться уточнять, что такое "решение", "до­

казательство*, "вычисление" % т.д*

Впервые подобные проблемы встали перед древнегреческими мате* 

матикаии в связи с открытием несоизмеримых отрезков ( Пифагор,

Л  в. до н.з. ), Ни^агора»шм могли бы ввести иррациональные* числа 

и тем самым, расширили бы понятие действительного числа. Однако 

они не смогли построить арифметическую теория действительного 

числа и пытались построить всс математику на геометрическом ос­

нове* Но и на этом пути непреодолимым препятствием для матеаати - 

ков стала дрейняя задача о квадратуре круга:

Построить квадрат, по оио*ади равным данному кругу*.

Единственными орудиями геометрических построений к древнеа
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Греции признавались только циркуль и линейка. Оказалось, что с их 

помощью можно охарактеризовать только некоторв© алгебраические числа, 

являющиеся корнями алгебраических уравнений. Для решения же задачи 

о квадратуре круга пришлось вновь уточнять понятие действительного 

числа и вводить трансцендентные числа. В 1Ы&. году бнло доказано, 

что число является трансцендентным и поэтому задача о квадратуре 

круга не разрешима циркулем и линейкой.

Следующие трудности в обосновании математики греческих ученых 

были связаны с понятием "бесконечности". Б е с к о н е ч н о е  опре­

делялось как то, что не может быть достигнуто. Такой взгляд на беско­

нечность приводил к так называемым " парадоксам Ьенона *( У в. до 

Н .Э .) . Вот ОДИН И8 них.

АХ*ШЕС И ЧЕР&ПАХА. Быстрый Ахиллес никогда не догонит черепаху. 

Действительно, Ахиллес должен сначала достичь точки , из которой на­

чала движение черепаха, а ва это время черепаха уползет на некоторое 

расстояние вперед. Ахиллес должен вновь преследовать черепаху, сто 

будет продолжаться бесконечное число раз,и тем самым Ахиллес никогда 

не догонит черепаху.

Стремясь преодолеть возникавшие трудности , греческие математики 

сделали замечательное открытие - "аксиоматический метод" ( Евклид,

£ в. до н .э .) . Согласно этому методу основные интуитивные понятия 

геометрии ("точка", "прямая", "плоскость*') стали характеризоваться 

определенными недоказуемыми утверждениями ( "постулатами","аксиомами"). 

Все дальнейшие свойства геометрических объектов выводились из аксиом 

с помощью специальных логических правил. &ти правила представляли со­

бой общие схемы правильных рассуждений и составляли предмет философ­

ской логики. Впервые они систематически были изложены греческим фи­

лософом Аристотелем ( 1У в. до н .э .). Затем почта две тысячи лет 

"логика Аристотеля" считалась завершенной и не нуждающейся в дополне­

нии.

Ьа самом же деле для анализа математических доказательств философ»



с кая логика была недостаточней, й начиная с середины л 1л века, 

предпринимается попытки создании специальной ма тематической логики, 

позз»оляг<«..еи анализировать любые ка тематически с рассуждения * ьоня - 

тия. £е основы били заложены в трудах Джорджа Буля и Августа де 

Моргана.

В это же время в математике начинает широко распрст раниться по­

нятие м н о ж е с т в а ,  действительные числа определяются деде- 

киндоьыми сечениями в множестве рациональиых чисел, действительные 

Функции и отношения представляется в виде специальных множеств доп­

еть ел ьных чисел, стим самым трудности , связанные с обоснованием 

математики, переместились в область теории мнияеств. соеникла необ­

ходимость в уточнении понятия бесконечного множества, й 1679-6* голах 

немецкий математик Георг йантор создал o6*jd теорию бесконечных мно­

жеств. которая оказала огромное влияние на развитие математика. цс~ 

нако трудности , связанные с понятием бесконечности, проявились и 

в теории множеств. В конце а1А века в ней были обнаружены парадоксы. 

Наибольшую известность приобрел парадокс Рассела:

ДлРлДСЖС РлССЬал. Совокупность всех множеств распадается на 

два непустых класса *и б  ; f\ •  класс всех множеств, ко­

торые не содержат себя в качостве элемента, в - класс всех осталь­

ных множеств, т.е. тех множеств, которые содержат себя в качестве 

элемента. Согласно интуитивному понятию •‘множества'4 класс 

является множеством и потому обязан входить в Л  или в в  

Но если А входит в ft , то Я должен входить в S , и 

наоборот, если ft входит в 8  t то А  должен входить У? 

а так как Jx и В  не могут иметь об*их заементов, то возника­

ет парадокс.

Часто парадокс Рассела излагается в следующей популярной j орме. 

^Парикмахер некоторой деревни берет на себя обявательство брить 

всех тех ш только тех жителем деревни, которые себя не бреют. воз­

никает вопрос: "Бреет ли себя парикмахер7* Если ой себя бреет» тс



т  не должен себя брить согласи* обязательству. Если же т  не бреет 

себя, то должен себя брить согласно тому же обязательству. В обоих 

случаях мм получили противоречие*.

Аналогичные парадоксы были обнаружены в анализе рассуждений, 

например, рассмотрим Ла РаДОКС iuEU*: Некто за шею свою жизнь произ­

нес только одну *раау: “Я лгу.* Спрашивается, прав яи он?

Возникшие трудности математическое логики благоприятно сказались 

«а ее развитии* В начале кХ века Рассел, цермело, Гильберт разраба­

тывает различные методы устранения обнаруженных парадоксов. В ЬО-ые 

годы лерч, &лин*, Лост, Тьюринг создаст теорию алгоритмов. С ее 

создание* методы математической логики впервые находят непосредствен­

ное практическое применение в моделировании мы чтения и в создании 

электрокно-нычислительных машин.

&последине годы на стыке основных раздел ой математической догн­

ан, алгебры, топологии, теории вероятностей и других наук возникли 

и ина*нс»»но развивается такие новые направления , как конструктивная 

математюи* теоретическая кибернетика, теория абстрактных автоматов, 

модой ьн&я логика, штумционизм, теория к одело «I, матештическая линг­

вистика, теория и/, ерыпии и другие.

В данном посо< га мы подробно рассматриваем традиционные логиче­

ские направления и вязанные с ними понятия теории моделей и теории 

алгоритмов, 3 пер*о* разделе рассматривается содержатся ьныл подход 

к изучению высказываний-, йспояьзуя интуитивное понятие истинности, 

мы вводим основные логические операими над высказываниями и исследу­

ем их свойства. 3 дальнейшем к научению высказывании применяется ак­

сиоматически и метод. Мы строем специальную формальную систему, кото­

рая называется асчис^^нием высказывании, м продолжаем изучение свойств 

логи^сках операции с помощью доказуемых fормул. ьрон© того, мы об- 

p*wiea особое внимание на сравнение содержа тел ьи or о и *ор«ад ьиог о под­

ходов с изучению высказывании. Докааываетсж равносильность этих под­

ходов.



а раадаао догжа предикате* ** раемряе* ивае иевледоаанев.ряода 

■ошв объект» ивнатм-.тн, переиеямм#,предикаты и кванторы ), которые 

ввеаоляет акалиьиромть структур» белое иироеове класса суадеиай по 

сраанека» с алгеброй аисгавыкинши. I рведеив Исчисление предикате» 

эти исследования продояааются с помо*ь* аксиоматического метода.

В конце раедеяв приводите* основные утверадения теории иодеаея.

Б еакяючитедьием разделе дается определение алгоритме в термина! 

"навии Тьсринга* а иеучастсл простелете свойства «того понятии.
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Раздел 1. Алгебра высказывании*

1. Формальны** язык.

Основным средством передачи тех или иных рассуждают в математик 

хв является язык формул. Специальные символы а бук вы обозначает раз- 

личные математические объекты ш действт  над нише, составленные на 

юн формулы, выражает некоторые математические утверждения или описы­

вает математические процессы. А до сих пор формулы рассматривались 

нами как вспомогательное средство. В математическом догмхе формулы 

сами становятся объектом изучения. Мы рассматриваем строение формул, 

способы придания им определенного содержания и основные методы нало­

жения формальных теории.

язык формул, в которой описывается утверждения некоторой теории 

называется фориальньш ̂ языком данной теории. Он состоит на алфавита - 

множества исходных символов и на словаря - множества правильно 

образованных формул, дебая конечная последовательность символов алфа­

вита называется словом. Число сми&алой, входящих « слово, называется 

его длиной.

ПРйла.? U  flycri &лфьм*гг состоят не симасло»: 0 ,1 ,+ , \ ~ 3 , С, )ш

Тогда последователь* эсти символов.: ал, tiiaS, (o+i)* it (а * B + С ♦ 1 * +*

являет см сxomzm в д ынш алфавита а имеет ддаяй <, , * , 7 , 7 , 6 ,соответст­

венно.

два слова называемся графически ]Р̂  вн^и_, если они ямедо одинаковый 

длины ж ах соотшетсгвуедив символы одинакова. Йапрммер, сдоьа а. * # 

м $  + QL различны, так кал различны их символы* ст<ни,иа на аерь-ом ж 

третьем местах. Для обозначения произвольных слов данного форельного 

лодка *м м исподьговать бод ш в  латинские букш,не входдале я ал­

фавит: jlt 8 ,  С , X ,  У*.

■ иусть А &  - слова какого-нибудь формального языка. Дошозицизк 

4iiiI произведением слов Д  5  называется слово Л  'В  , получаемое при­

писыванием слова Ь к слову Л  справа* аоилоаидея зависит or поряд-



т  еа©#~со*ножителай. Например, мятозиши слое а£л, асть

сдое© а А  А * ^ ,  м коияоешш* слов $«*$, && *■  #сть

Доо/скается рассмотрение SXSI££lL5SS5^ 9 К9 содержащего сим- 

волоа. Оно обозначается специальным символом А  , его длина равна 

нуд©. Очевидно, что A * J n Jf А  * ^

Отреохя слова называются ©го аодсловами  ̂ Если поделово 

J \ то существуют слова X .  i /  ( возможно пустые ), уДОВЛЗТВО- 

ряюме равенств/; J * X'Jii У . в  таких случаях говорят, 

что имеет вхождение в J? * Оодслово Jf может иметь яееЕО&ь» 

so вхождении в J  . Напршер, Ji * имеет два вхождения в

J  * o J a J M  * Л • ^ * *  ■

Пусть в слове ^  некоторое вхождение по дедова Л /  опреде­

ляется равенством J ‘ X  J t  У ,  * В  ~ аакое-ниЗудь слово. Сяо» 

во X '  $ навивается Результатом подстановки слова S в олово Л  
вместо выделенного вхождения под слова *$1 * Так, подс*ввада в 

слово вместо второго вхождения ^  слово ^  , по­

лечим слово

Баяндо место в ш щ ч т т  формалышх ленков ванжмаш* определения 

и доказательства с поморье математическом мндукда* Приведем неско­

лько примеров.

ggnwo-gi определяется с помощью *ите~

этическом индукции следус^им об ревом;

1* База индукции: ( т .  о)  * ;

2. Индукционное предположение: пусть + определено,

3* йндухьионный даг: полагаем, что nt + (rt+  t)* {**.+■**)+ i .

Пример 3» Рассмотрим формальный язык, алфавит которого содер­

жит: О, 1 - символ* хонст&ит, &  t 6, С, ... — симиолм

переменных, * ,  * - символа арифметических действий, С, ) левая

и правая скобки* Выражения £й. + 1 >*С, (о* i)t + (+&-)> & ‘ i+ & , +& 

являются словами этого языка. Однако не все ив них суть правильные 

ас* 'магические заражения* Используя математическую юцукдию ДО дли*
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не -слова, определим арифметические выражения данного языка.

1. Символы констант Ot i  % символы числовые переменных cct В, г, 

являются арифметическими выражениями.

2. Пусть В и С произвольные слова, являющиеся арифметиче­

скими выражениями. Тогда слова ( В  + С) ш ( 8 ' С )  являются 

арифметическими выражениями*

о* Арифметическими выражениями называются только те слова, кото­

рые являются арифметическими выражениями вследствие пунктов 1,*~.

На первым взгляд схема данного определения отличается от стан­

дартной схемы математическом индукции. Однако легко увидеть, что 

пункт 1 есть баеа индукции, в ней определяются арифметические вы­

ражения , имеющие длину один. Затем, если В к С ранее опреде­

ленные арифметические выражения, то из них образуются новые ари'Ь 

метрически© выражения вида ^ Нетрудно выделить индук-.

двойное предположение и индукционным шаг. Пункт с необходим, ь 

нем подчеркивается, что арифметические выражения могут быть полу­

чены только согласно правилам, указанным в пунктах 1,г.

Используя данное индукционное определение арифметический вы­

ражений, т  можем доказывать различные свойства этих выражении. 

Такой метсд доказательства называется индукциеи по построению ари­

фметического выражения.

Пример 4, "йвждое арифметическое выражение имеет’ одинаковое 

число левых » правые скобок* - докажем это утверждение индукцией 

по построению арифметического выражения.

1* Если Л- является символом коистанть или числовой переменной, 

то Л  не содержит скобок и наше утверждение выполняется,

£* % е ть  В и С произвольные арифметические выражения и каждое 

из ш  содержит одинаковое число левых и правых скобок. Тогда оче­

видно, что { 8 *  С)и тоже содержит по одинаковому числу

левых и правых скобок. Утверждение доказано.

Приведенные примера показывают, что при изложении некоторое



теории в формальном яиыке целесообразно ограничиться рассмотрени­

ем только тех слов, которые описывают осмысленные выражения иссле­

дуемой теории. Нозтому в каждом формальном явнке вводится понятие 

формулы и изучение теорий сводится к анализу форцул языка.

Существует два подхода к анализу формул; с од ержательным ц 

фор»альны)й  ̂ При содержательном подходе каждой формуле приписывает­

ся определенный смысл \ содержание К Ь этом случае формулы будут 

выражать некоторые утверждения данной теорииfи мы можем говорить 

об их истинности или ложности. Изучение теории сводится к выясне­

ние истинности тех или иных формул данного языка. Содержательное 

изучение формального языка называется семантикои языка.

При формальном подходе используется ак си омат и чес к т  мет ад 

Согласно этому методу построение изучаемой теории осуществляется с 

помощью задания определ®кном “формальном системы*. Определение 

этого важного понятия включает в себя следующие пункты; формаль­

ным язык, аксиомы , правила вывода, доказательство. Первым из этих 

пунктов рассмотрен нами вмае.

аксиомы» Некоторые формулы языка объявляются аксмомама. Выбор 

аксиом зависит от изучаемом теории. Например, если иеуча#тся гео­

метрия» аксиомы соответствует некоторым свойствам геометрических 

объектов. Заметим, что совсем не обязательно иметь конечное число 

аксиом, - важно уметь отличать и выделять аксиомы.

Правила вывода - это правила , позволяющие переходить от од­

ной группы формуя к некоторой другой формуле. О последнем говорят, 

что она получена с помощью соответствующего правила вывода за упо­

мянут Ой Г ру ПШ4 \формул .

доказательство - зте конечна* последовательность формуя, каж­

дая из которых либо явлхется ажсиомой, либо - результат применения 

одного из правил вывода к предыдущим формулам этом последователь­

ности. Последняя формула в доказательстве называется дет^з^емол^ 

или теоовнеи формально» системы.
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Совокупность доказуемых формул называется исчислением. йй$чв*щ* 

чисто формальном части я вше а называется синтаксисщ  языка.

Удачной иллюстрацией формального подхода является игра в шах­

маты или решение шахматной вадачи. Шахматные символа

К р , <Р, С, К , Jl, n , & ,  i, ..., А., *,л,

образуют алфавит, шахматные позиции являются формулами. Исходные 

позиции иди заданные позиции в шахматных задачах суть аксиомы,Дра­

вида вывода - его правила передвижения фигур, доказательство - за­

пись шахматной игры. Различные принципы , законы» ловушки шахмат- 

ном игры обраеуют синтаксис шахматного языка.

На этом ма пока заканчиваем абстрактное иеучение формальных 

языков, другие вопросы из этой области будут рассмотрены наш! в 

ходе изложения курса.

, £* Высказывания» логические операции.

Анализ рассуждении мы начинаем с изучения высказываний „ Раз­

дел , в котором изучаются высказывания , будем называть «дгеброи 

шскаеывшШ. Само выск̂ ы вашу т  определяем как любое утвержде­

ние, о которое имеет смысл судить истинно оно или ложно. В обыч­

ном разговорном языке высказывания выражаются пвв®ст»вае*вльиыми 

предложениями, в отличие от них вопросительные предложения выра­

жают вопросы, повелительные предложения - приказы.

Пример 5 . а) * + 7 больше, чем ~ 7  *, ю1уна вращается вокруг 

Земли* - эти утверждения являются истинными высказываниями; 

б) * * S' *Марк Твен - автор “Золотого теленка” г - эти

утверждения являются ложными высказываниями;

а) “Завтра будет солнечная погода*', “Сегодня воскресенье* - тоже? 

выскаеывашш, хотя нельзя определенно решить истинны ош  или лом*

ны;

г) ®кто такое высказывание?*1, “Запишите следующее определение**, * 

вопрос и команда, соответственно.
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Истинность или ложность какого-яибо высказывания можно опреде­

лить» тодько вникнув *  его содержание, Оды&кс в данном разделе i мы 

ставим цель изучить основное логические связки* с помощью которых 

48 отдав ших высказывании с ост авдяют сл различные математические 

сукдения. $ чтобы придать общность нашим исследованиям, мы отвлека­

емся от конкретного содержания высказывании* Вместо ©того мы пред­

полагаем, что имеется некоторый набор П{х>стеижих выс к убывании

Pi, f*., . .. , Л е , . . ; >

ка&дое ши которых является истинньш ил к ложным* Остальные высказы- 

в&ния называются сложными, и обравеется ив проетеиша с помощью 

специальных логические Сйерацян* Для сравнения р&ссиотршй несколь­

ко сложных высказывании иа обычного разговорного языка*

Пример G. а) *Ьа»тра у меня будет свободное время,и я смогу д«к 

читать згу &нигу% б) ®Если я дочитаю $ту «вигу, то завтра у меня 

будет свободное вре*я% в) ®Не верно, что я дочитаю вту книгу** 

г) в Либо я дочитаю эту книгу, либо завтра у меня не 6jдет свобод­

ного времени**

Буквой Я  обозначим простейшее высказывание "Ьавтре у меня 

будет свободно© время®# и буквой &  обо&йач&ж дочитаю эту кни­

гу"* Тогда сложные высказывания а) - г) можно символически пред­

ставить в виде: а) * */? и в  ®, б) *&сли &  t то %Л *, 

в) * Не верно» что в  *, г) *ii«6o Р> , либо не *. Отстав в* 

дно, что сложные высказывания образуются ис простейших с лоио«цЬЮ 

специальна соединительных союзов и оборотов* В алгебре высказы­

вании ©ту роль ВЫПОЛНЯЮТ ЛОГИЧвСКИЗ ОПЗраЦИИ: кояъшкцив, дизъш- 

кция, отрицание и кмшшкеция* Но прежде чем определять эти поня­

тия, опишем, формальный язык алгебры выскавываник.

Ш Р & Ь & М Е  1, О *  Алфавит, Основными символами а*гебры выска­

зывание являются:

Р* Ра А:, ... — символы простейшая высказывании,

J  В С, J it  ... . <$н. — высказывайте®ьше т рт ш кш ъ *
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А, V ,  — * — логические символы*

 ̂ j - привал 'а девая скобка.

I ) ,  Формулы» а) Символы простеяшх высказываний и выскаеыватель-

ные переменные являются формулами,

б) £сли Л  ш В формулы» т о ^ Д  (Лл В), (A v  &)> (Л —*-В) 

являтся формулами,

в) других формул Met*

Пример 7 . J .8 , Я ,( 1 7 В ) ,  ( Я — * В), ( A v  (Л л gj) - формула,

( J v  3~-*с), (Л-* в— с>, <А~*В) -*&А*В * с̂  не являются <{орил- 

д&ми, ибо в этих словах не хватает скобок.

&сли формула Я  обозначает истинное выскааывание,то будем пи­

сать А *  И , и если ^  обозначает ложное высказывание, то бу­

дем писать Л к J  . Символы У{ будем называть истинностными 

значениями формул.

логически® символы ~ , А , Vх#— * обозначают следуете логиче­

ские операции.

JirfcibtiiAL 4. Отрицание^- логическая операция, которая &амдо~ 

му высказывания ^  сопоставляет 1ысда8мяанив J) щ являвшееся 

истинным , асла Jf * J  , л лоякым, если Л  - М .

Зависимости между истинностные* акачениями яыекмвыяаяий и 

^  может быть выражена сдедус^ем твбдицен , которая наеыьлетсд 

табяицеи истиннссти ддя отрицания:

х "
: t/ л

•' J и

В первом столбце выписаны истшшостные значения , a so вто­

ром - с о от ветот Bj шле значение высказывания .

о разговорном языке высказывание Л  читается *не * »

• не *  рно* что А 9 или * А  не ь«полняется“ , Ьместа иног­

да иешэдьзуетед обозначение 7J  . ‘ заметим, что понятие

"слово* определялось нами кая 1 ине**ьал после^овател ьыость еиш:о- 

дVI алфавита. В атом стксжеямм оСкишачекие "» J  в бешьаея ста-
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Л  . Но мы будем 

} которое не приводит

пени соответствует данному определенно, чем 

употреблять традиционное обозначение J  

к каким либо серьезным недоразумениям.

Ui^ba&bfoME 8, аонъшкци» * логическая операцияf которая двум 

высказываниям и $  сопоставляет высказывание ( Л А В ) , яьлв- 

ь^ееся истинным в том и только том случае , когда J f  ~ И  н В '  И.

Л.онъвнхции соответствует следующая таО. идо истинности;

> 1 4  [

и ; и; ~ ~ И "•

г ; л : i  ;

i  ; w ; Л

Л \ А л :

В разговорном языке конгснкции (М л  В )  соответствуют , лушдуюьив 

обороты; " J  и $ " ,  '‘не только Л , но и В " ,  * вместе

с £ %  * J  , хотя и £ * , * В" $ несмотря на ^  *« Кроме обо­

значения (  А А В) употребляется обозначение ( Л  & . В).
ШР1ц,ЕлЬш1& у. ^иеъснг-ция - это логическая операция , которая 

двум высказываниям J  к В сопоставляет высказывание ( Л \ / В \  яв­

ляющееся ложным в том и только том случае, когда Л - Л  и 8  = Л

• J I B , 7 л v » г  ;
: и ; и< w
■ и, л : и ;
: ; и j и !
: л! а -и _L i  . л 1

В рае говори ок. языке «сиэъюнжцкк (JI v'fi) соответствует следующие 

обороты: * j9 иди б mt * Л или 8 , шей оба", "либо J? ,либс /> .* 

QOPt̂ LiiLn l̂L 5. Импликации - логическая операция, которая двум 

высказываниям Л  и в сопоставляет высказывание Я  —* 8  , яв­

ляющееся ложным в том ш только том случае* когда Jl s U и б а J. 
Ймщш&ацки соответствует следующая таблица истинности:



#- ш -

U ; A ;
: К;  и! й
; и;  J : J
« i ; и и
l * L A : . и

£ разговорном яеых@ тсаят&шш $) соответствует оборотм:

*есш  J  t то В 9t *хжь скор© Jf , то 8  %  * в случае^ име­

ет место 3 * t * J  следует $  %  *для 5  достаточно jf ‘•/дл я 

^  необходимо S *. £>роие ( Л В) используется обозначения:

( М ^  В)югл (Д * Ф  В) * В имшшхации ( Л  ~~+ В )  высказывание Jf 

навивается посылкой , а высказывание б  - заключением.. Согласно 

таблице истинности не истинной досылхд Л- должно следсэать истин - 

нов »емиин*ем«е б  , з противном случае импликация б^- ^^л ож к*,

В ел/чае ложной посылка еаклячешш В мо&ет быть гак истинным, 

так и ложным,- к ш ш ш й ш  остается истинной. Этот факт часто вы­

ражает следами : *Ма ист ты  следует истина 9 а на лжи след/ет что 

/годно?

<дее я&гичесямх еаарми*м достаточно ДЛЯ Вмр&ЖйНШ 

всзаеаясшшж с* 18«й тжлз вас к а я ы я  на нашем дать строгое 

оаредзёеня* кст ^костного емачення формулы*

Щ Р Ц & & Ш  l * 1). Сммводы простеимих высказывания и высхазыва-* 

Тельные переа-йн».te обозначает некоторые высказывания, которые яв­

ляется астиннымя или ломкими» Налагаем., что Истинностные значения 

этих символ о» совпадает о истинностными аначениями 'ббаифачаеиа* 

ими вмекааааанял,

2)» Если форк/аы J? , 0 имеет <шределШ*ы* истинностны* значения , 

то выаченмя формой i  J ,  >1 в / ,  (Jf v S ) ,  (  Л &  ) 

определяется согласно определешкям I  « 5,

£ркмер 8. иострсмм таблица ястмммостя для форм/д 

( 4 л Т ) .  ((/~ - *8) — (С - + Л » , ( (А  \/ & )  /\ ( J s s O ) .
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Гл_ ~ъ с HAvf) л (~л

;’ и й ’ к’ и w ;
. и и л и и .
>  J и Л и j
t К Л Л И И J

U  к и и и • >
‘ Л К J! К я •
; А 4 И и Л
' Л л л и л !

в • U  i & l_i

~tT< и r ~'м 

И • 4 j Л*

л : w и

Л j 4 • И

В приведенных таблицах истинности слева стоят всевозможные наборы 

истинностных значении переменных , входящих в рассматриваемые фор­

мулы . Б ос5щем случае tL зысказывательных переменных Jfit -А*, 

имеет Z  различных наборов истинностных значении. докаеателъство 

этого факта проводится индухциеи по ft, , и ш  предоставлен его 

читателю в качестве самостоятельного упражнения.

3, Тождественно истинны® формулы.

Формулы алгебры высказывании используется нами для описания рас­

суждении: каждому рассуждение соответствует определены** формула.

3 свое очередь^при замене буки , входящих в произвольнуо формулу, 

конкретным* высказываниями мы получаем определенные утверждения. 

G-днахо ио tow же самой формулы при замена переменных другими вы­

сказываниями мы будем подучат* новые рассуждения. Тем сашм, фор­

мулы алгебры высказывании описываот не сами рассуждения, а их схе­

мы, И первоочередной интерес для нас представляет те формулы, *о- 

ТОры# описывают схемы правильных рассуждении.

Рассмотрим рассуждение: ■ 1*7 - простое число, иди 1^7 не явля­

ется простым числом5*. vTo утверждение верно независимо от истиннссг 

та состаапясыих его простерли* васказыванаи* Схема этого рассуж- 

дения описывается формулой [ В \/ В ) f которая принимает значение



•истина* также нееависимо от истинностных значений буквы В . £е- 

т  В) те  сто &  подставлять другие высказывания, то мы будем

получать только истинные утверждения. Подобна© формулы выражают 

схемы правильных рассуждении и описывают их законы.

Определение ? . Формула *£ алгебры высказывание называется 

тождественно истинной или тавтологией t если она истинна при любых, 

истинностных значениях входящих в нее букв С обозначение: ^  ^  )

Рассмотрю* основные тавтологии алгебры высказывании и законы их 

обравованил.

ТЕОРЕМА X. Пусть Ф  форадла «шгебры высказывании в которую 

входят переменны© Д ', . &  формула, получаемая ие 

<2 одновременной подстановкой формул ^  вместо

переменных соответственно. Тогда если б?#то *  & *

Докавательство* Значения формул являются допусти-

мшш значениями переменных , <Ли. л так как формула ^

истйнне независимо от шачешш переменных ^  * то <?

будет истинна независимо от вначекий формул £г, ««*,

6. тождественно истинна,

Пример 9. Фарела ( Л ' " *  Л )  тождественно истинна, следователь* 

но* следующие формулы будут тоддестэеныо истинными:

Рассмотрим основные свойства логических операции* Обычно свой­

ства математических"операций описываются с поноет специальных тож­

деств или равенств, вждавчлшшх эти операции. В алгебре вмскашва— 

ний вместо равенства ш  используем отношение эквивалентности фор-

аул.

“ 8. Формулы Я и в  называйся зквиваденткшк ,

если значения £  к С  совпадают при -любых значениях входям*их 

в них переменных. £Обовиачение: ft ^  О. )

Заметим, что формулы £ и <2 вооб^еговсре вавпсшт от
ф

«ж> -
Ьтво'Эт



p j3ffWT - Я (J f , ..., J*.), (2 = <2 (в ,,. .., 6W ) .

Однако тго* соав»вяг* этит фоооти *г$латаяьно, чтоб» они эфэгевяи от 

еш?»т w тэт *а <?тк*. С этеЯ тгалъ® яоптсгаато?? введем® та» пазив®*- 

»**гг **ф#|гт»в1»чт яаоеадаяк»**, т*«. *»** счнтв©*, что ваоказяваяив 

/с С ^»  — 7 jaasftoiiT jr* тояъ^о от •А , ** • 9 «Я**. , НО я от.

0 ? , . •• , &■* » *от* новявнииа <1wtv »о*«т не вхоант в фотзитгт 

/2- (Л ,  Х Л  *ннтиван это затенение , можно онитать, что фочэ-

мтяч %* w Q  ъ'къчъёъфщтщу, ас*и о«тг irwa»T оянна^ов*.^ таблиш*

ЯСТИН^ОС^Н.

Прнмар 10 , (  Л  \у { Л  л 6 ) )  ^  J

V' J  i f  '~(Ау J a a j J) TJ\

1 И ', у !  и
f I А *
I М, Л < И
! J ' ч  I л
;_л ; Л| ^

-т.-урот>̂  ?. По* *urte* *к«овв фпяит* .Д  Л , С « | » * ч  'мокваыв*- 

nri вшо*ия©тои сладпшна энвиввя^нтноетн:

1. ( Я л б ) ~  ( &  ц Л )  /  КО *WYT«TH*WOGTl> /

( J v  3} ~  ( в *  А)
*■• ( J  л ( 3 4 с}) -V ((Л  л 8 )л  с) / весапиативноет* f

( A v  (в* с ))~  ( (A * & )v с)
s - (A v  ( 8 a С ))-v ([A v &) л ( A  v Ci) t диотвно^тнвнвст* /

( J  л (8 vC)) ~ ((А д 3) ✓ (JJacJ) ,

<. Л A A «  J  /  *as«ROTewr*«oT'& /

j}. v я +* я
5. (Л v , (  Л Л 03) ^  J  У заной погноявняя /

. ( Д а  U v  & ) ) - J  

*t ( Л V  Д) А &  g

{ -А А Д ) V &  V  §

( A v & )  V  ( |  Л I )  /  загон* я* Шгогвн*/

С Д"л~"й ( -A v  & )

f  -  19 -
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8. 'Л~А

( J  V/ .1) ~  И
/  закон двойного етрнвекк*/ 

/  зеков яскл?>венного третьего/

/  ЗвКОН !ГГ>ОТНВОРеЧКН /(А  А Л ~  J

10. Д ^ и  , Й ^  J

I I I  ^  V  И w  и ,  J l A J i v j j

IE . f v  i  ^  j ^ , J  Л И ~ Л  

13. («А— * Ъ )ъ  ( S v B )

**нкам* U *  J  здесь обозначен* соответственно товяественн* 

нствине* * тождественно яекнан фимта»; croa*e ткезанн с^ттмпг^ 

тш? , в^аяаевзд данншдн «квивляектноствигн. Чтоб*

доказать эквивалентность Фовютя достаток*© вв^исяить таблипа иотии- 

ностк фор*тт f отояшит ire оба стеков» от знаке -ч/ в соевинть 

соответствттне значения етит Фосетт*. Доказательство Taopeiro кн 

яседлегеек чктател* в качестве се*оото*гтеяьн©го уттрекненияг

Когда ыи ввозили логические снесении, то стс©1*кя»оь тбаяитъ 

читателя в то*, что от? п т а ш в г  v d n  свизок «в^цт ввгсквзвгввнийваг. 

Естественно было ожидать* что ове^стве ^огичесинт снесений 

( , л, V/, )еудут яяентячкн свойства** соот&етегв.угнит sm лотчргчаокия 

ввязок / » * , « ,  или, если . . .  то /Отчеств тан в произошло, 

здарикер: высказывание « Касиге Клей выйгоает этот сой, или ош его 

проиграет - эквивалентно И ; « высказывание « на верно, *то 

©тим леток я побива в Москва влв посещу. Ленинград • т »валентв* 

высказывания - эти* летев я ва побиваю в Москва и в® ооее*у » №  

град » Эквивалентность ©тих выок&зыв&нпм ш и в < #?&ует закона:»

* к 7 теорема
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Однако £ обычных рассуждениях приходится иметь дело с xoHxpev 

нш- опасной раосматриваемых выекаоыванш. Ь таклх случаях даже 

место расположения высказывании мажет внести дополнительным смысл 

в рассуждения, и поэтаму воемош иарушния указанных свойств. На­

пример, хотя для конъюнкции выполняется еакон коммутативности, вы­

сказывания: %жон купил автомобиль и разбился*, "джон разбился к 

купил автомобиль", -нельзя считать эквивалентными, b этом примере 

порядок высказывании наводит на мысль о следовании во времени.

Б математических рассуждениях , изучение которых составляет 

основную цель данного курса, каждое вмекшаывание приникает только 

одно истинностное еначекие, которое ке меняется в ходе всего рас* 

суждения и не зависит от положения этого высказывания в рассужде­

ниях. Поэтому указанные в теореме Ч законы отражает действитель­

ные свойства логических связей между математическими высказывани­

ям*]» Например, при решении числовых неравенств часто мы использу­

ем как утверждения вида * Г^^Лш И >3  %  так и утверждения вида 

» И- > 3 и V\> Z *  t считая их эквивалентными.

ТЕОРЬжА 5 . (о замене эквивалентных формул h  Пусть фор­

мул а 9 содержащая некоторую Формулу Л  в качестве составной части, 

Сл * X  Я У "  , и - формула, подучаемая us Cjf

подстановкой формула £ вместо выделенного вхождения *А ;

Сд - X. • В - hf . Тогда если Л  ^  & % то C j ^  Св -

^окааат&яьетьо. ujсть Л  В , тогда Л  У> В  имеют оди­

наковые таблицы истинности и следовательно, при вычислении зна­

чении формулы Сл мы можем менять значения на значения фор­

мулы В\ - результат kl изменится, так как эти значения одина­

ковы. Отсюда следует, что формулы С л и С  & эквивалентны.

Эта теорема позволяет использовать эквивалентности для преоб­

разования формул. _____________ .___________________

Смотрите скоску на с. 1в.
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Пример П . ( £ —* ( ( &  s/C) (С — + Ж /  ^

^  (  $  —*  ((BvC) —*> (c  v J?P S *3*
---- _  . (/3)

-  ( J — ’ d B y C )  V  ( S y j j / J  ~  

** (Я  v  ( B v  C) v С v  fl ^ ( (B ^ C J  v  С v Л ) 

^  ((вл с } \, c)*/ J? ^  (c v Л ).

Эквиввяеятяость 13 теоремы 2 жказызаот , что вместо выскззыжа- 

яла вида- В) могио «спользовать высказывания шп&&(Л V 3 )  .Я#

з анализе доказательств а выводов узотреОяениа аипяикацяя оказывает*

о я боле* удоОяч» , * потому 9t! отводится венчая роль, иОыяяо каждая 

теосема фосмуяяртется в вжде : "веян J) , то .6 », т.о* в в яд®

('А - *3). Мвогве доказательстве осушествлявтсягпо оледуишеа охам»; 

вначале устанавливается лстяняоеть высказывая** ^  %(Л~~*&)% а 

затем делается вывод : В ястияяе. Така$ способ доказательств о$о~

еяовывеется в сяедуюва* теорема*

ТЕОРГУА 4 . Если *  J  я К то А» в.

До.чвзатальство. Пусть в 0/-*В)тшъто гтогял» тога* для любых

ястяяяоотяых зяалея*! перем^яных проему ли ^ Л  S )  йотяжяы. 

Так как J~  М * *о вмплв^гшяя £ 0 —*  .6) paste яотмяа только пр*

3 * И . Паятему Ф^иула Й iстяг*а ш>* *»0ых зяяяеяяях ©воя* cwa-

;Н«ЯЯЫХ * ?.е* *  # -

I  е л е д у с & е м - д л я  аявчяза охем матеметяяескях даксазатеньоу» 

с act ства логяческях оиарацЩ £~, ^ , V\ —**} оказывается более удой­

ны* задавать з вида спадяальяйх ямплякаджц /  «те ном / .  В следуют# 

yeopewe мы появоцш ат* ямялякащ* s утваотдаеч, что own **л**то« 

тавтологяяма ♦

ТЗРРУУА 5 .Для зикНпс высказывание Л  t & $ С  оледу»«та Фее***» 

являются тавтологаяма:



1.1.
г. ((Л~* В) —*■ ([fi (В ~~с)) <‘i —*■£)}

B.t. ШлВ>— 

г ((А л В)~-* В') 
з ( А — >'(В— ‘ (А л В $

в. 1 (.ft —*• (Л v В® 

г (b ~ + (JivB)) 

s аЛ —  с ) - ~ Н ~ *  4  
ff.i ((Л~* 6) ) —* J))

г ( I — * J).

Д о т м т «з ь о т в о  п>вдоетаБ*явто* чятвтвяю в гвчютие СвИОСТОЯГМЬ- 

н ©го ущ>ата«!шя.

4. Сошрштят яормдшдо». форм*.
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Дуоть деша та0лт5Е жеягаягаоатж /  о ana вс тбш , каж ©Оъакт ft

Г ~ г  '“ * 1  ~ р )а в Г с Г  1  

~w 'л

j

и

и

V

' и
' ~ 7 Т ~
Г А >Ц 

! / ;  и 

; л л  

( л ! л

с

Й _
Л <" Л 

и ! д

т ф З Ъ - . -
И I Л
л ; д 

и | л 

л ; л

Л штшштю тлжушВозникает задача: иоетоолть формулу 

у* таблицу vorssvocTm.

В врв-вадамно* тасяргн# искомая формуле доярке быть еотлнной толь~

* е ага набора вегвввоотвмх зна*гвггсл ( И, А) . ив так®м тге яа~ 

йоре ветв?г*га формула ( 4  Л S Д С j f R болаа того^та  формула в ос- 

талмш* случаях я о ш & . поэтому формула ( ^  Л  0  А  С ) искомая;

Р~ ($ л В л  С.) .
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«|Т9бы обосновать этот метод востосвяяя искомо* формул*, ввеае*' 

сладувщяа яояятяя*

иГР?лЕЛУ̂5 10. а/* йзсагуяа Р ( Jf,. •• , явэываатоя 

ивajrapИ С , асяя Р(Jff,.--, Л*) аоть коаъвяяця* выска- 

зыаатеяъяых бтка яли их отряцаяяЯ.

0 /. Формула ^  w ^^авзызавтся э л ^ ^ т ^ о ^ о ^  ди^вягкц«£Я, воля 

оча есть Дяз'ъсякттяя зчсказывательгшх букв иля их отряцаняц.

Прямее 12. ш5л:г),(Ал-8л г). (в* с), л - элвмзятарныа конь- 

гятяп,(Л \, &v £■), (Я V 3),(Sv J)), J, Я, &- элементарные дязъоякцяя,

JIJWA I, в/. г*в*дса *д#ш»ятаряоа коягьпчкции соответствует тоя~ 

яо од*к яабоо астаиясотяых зяачеяя1 входящих в нее букв, ггоя кото­

ром эта кон*ьг>янцяя ястияяа.

О/. Ка«ас* элвмеятзоноЯ дязгьвякггля соответствует точно о для набор 

ястянноотиых значения входящих в яее букв, поя котооом эта дязъвя- 

каяя лота.

Доказательство, а/. °асс»готряы элементарную коньюикия», яапря- 

мар : J a Ь л С д “*) * Гчевядяо, что *те кояъвяхзяя яетяяяа в той

z только то» случае, когда входяяяэ в «©в буквы без отвяцааяя ям*- 

»т зяаяаяяз И * а букву о "отрядвяяам ямеот эяеяеяя» J  :

( J a & a C a ^ ) *  И *■— *■ ( А *  М> 8 * £ я Д  Ф  * и /

б / .  Так ад легко * 1ядэть, что элементарная дяэьюнкяшя /напрвмер,

I v  S  v  C И * Э /  лояяа тогда я только тогца, когда входная* в г?*е 

буквы без отряиаяя* ямевт зяанеяяе J  , а буквы о отоя^ачяем - эяа« 

чаяла И :

( $ v  Ь V с « л  * — -  гл* и, В *Л, с* И, «  * л А 

CTTF^K.T^EX П .  * / •  Jouwys* Р ( А ,  • , -Ян.) я»эыв«**а* с сверяя я~

яов̂ _д»зьея«гтаb w / сскоа^еяяог /, воля

P ( 4 i f ,.'t Jn.) есть дяэъвякцяя злемаятаряых кеяъввкая*, в кото­

рых каждая <5уtcea. Л / ,  . •, встречается ровно один раз,

б / .  *у ч * Р ( Л , г . . .  t } называете* совераеуяой *oin>»HKrfWc*

pe£*aff>Kpfl ФордРА /  / ,  асяя Р(Л ?, . . . ,  Ям.) есть яоч̂ вяяияяг
ад*м*«тарянх д*зъ»5гт1ЯЯ t в ко то о их каядая букэа . , Л,,
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t -'трвч&втоя ровно один раз»

nt^ep  13. Р(А в, C)~(Jл Вл £ )v (Ал Вл с)\/(4лБл С) - сдяф,

Р ( А , В ,С ) * { / * В * с) л :( А * 6 у £ ) л  ( I v S  v - c ) -  скнф,

? Ц  8 с )*М *В )Л '(Л у с)Я9 от*.  *б°  8 перво* скобке нет С  , 

а аа второя нет В , Р(А, В,С)Я (А А В)у  (Л Л&Л С) — не СДЯФ, 

ибо з первой скобке нет буквм С *

Т Е О Р Е М * а / ,  Всякая не тождественно ломкая фоомула 

P(j},, Jhu/ аквиваионтиа ОС верше нной дизъюнктивной нормальной фор­

ме;

б/* Всякая не тождественно истинная формула P(Jtrf • яквнва- 

ЯвИТНв 00Ш6ЪШ9ЧП0% когьюнктивной нормальней форма.

Доказательство. а /. По данной формуле РСЛг,.-, А )  строим 

«в таблицу истинности, а это»! таблица выделяем все набора истинно­

стных значений, на которых P(J)ft>-y J hs)~ И\ Берем дизъюнкцию,, та х 

%лементаоныт конъюнкции> которые истинны на выделенных наборах,- 

это исковая СДЯ^е

б / .  По данной формула от&от* таблицу истинности , а это! таблица 

8 нда дна «г асе наборы иогияиоотткх значений, на которых Р  C$rt .. 

z j} , Затам берем конъюнкцию тех чяв-иаитаоных дизъвнкцй& 5 которые 

ложки за зыда?т©«̂ яъгх наборах,- это искомая 'Ж*$„

Доказательство данной таоремы такиа даят ре«аниа задачи, но- 

отэ&д^яноЗ нами в начала пункта # а именно , по -данной таблице

истинности мы строи» соответствующие СКН?» или СДИ*, которые и бу­

дут искомыми формулами.

Пример 1 4 » Построить ОД̂ -$\н r*vHf для

Р- О» - *  ( (B v O ~ ~  (с —'•!)})

L 4 1  i  Г А !  S i  z * f 5  - ^ М 1
■ я Г и i и i "  Г  \
; и , и ■ л . -ц  '.
! « U 1 * ;  л .
• и ; А • д ; ц<
. л . ч , и I и* :
', л 1 U I л ‘ и-

' А ‘ w I (.<• ;

u A l л 1 j \ _ ;    ______ и_ч _



Рл/(J aSa £)v (Лл В л с)у(Лл ВлС)^(ЯлВлс)
- с д а н Ф ; р ~  ( J v  £ > v t ) Л ( Л Л /В  v  с  )  - С К Н .Ф .

Теким образом, формами алгебры высказываний не н мявшиеся тож­

дественно истинными или тождественно ложными , имеют эквивалентные 

СДНФ 1L СКНф, Поэтому дельнейшее изучение высказываний мб*но ограни­

чить изучением только СДИФ иСКЯФ , которые имеют сравнительно про­

стое строение, и обычно математики, имеюшие дело с формулами алгеб­

ры вескезыванмй , предпочитают рассматривать лишь СДЯФ и СКНФ . од­

нако в практических задачах, связанных, например, с построением ре­

лейно-контактны! схем или с конструтзсваняем различного рода вычис­

лительных устройств, СДЯФ и СКЧф оказываются слишком громоздкими и 

Пйтим> кеудобшймк. »  таких задачах всегда встает вопрос о оокрашеник 

чйола букв к логических знаков, входящих б данную формулу* Подобное 

сокращение ыеягно осуществить с помощью построения сокращенны* таб­

лиц истинности , Рассмотрим stot метод на следующем тшмеое:

Шимер 15. Пусть Л *  (J~*((BvC) (С —*  Ж ))) , ©ту формулу «©Ж*

Ев рассматривать как формулу, вида ( Л  —^  Q )   ̂ где Q *lB v C ) —*  (С — 

Есдг* <Я  ̂Л , т о  независимо от значений формулы GL : Р к И  .

£оле Л ~ И , то значения Р  зависят от знечений Q. , причал 

Р** &  .В снос ошг|зедз> формуле &  при .Я ~И принимает вид

((bvt ) — * (£ —* j)) Йвгко проверить ? что скобка экви­

валент не £ « Поэтому #  ^  (( В V С ) С-).

Придавая ^  значения Й и *У? , получим / независимо ат Л /

соответствующие значения: Й * Я f Р  ~ Л  в $  ^  Я  «. 'Т'аким

образом , для вычисления всех значений формулы Р  окезалсоь доста­

точно реосмотреть лкяь некоторые значения букв Л  и С  . Запишем

наш» рассуждения в виде следующей сокращенной таблицы истинности:

г /  [ в 1 г :  ^

! “  V '  - " ‘ I

J i



В этоИ таблице только три неполные строке истинностных значений 

ьместо восьми отрок, которые дольня содержать полная таблица /  см. 

пример 14/. Теперь по ооксашенноЯ таблида строим сокращенные конь- 

янктивиую « дизъюнктивную нормальные Форш», аналогично тему, к ж 

отгонялоь СКЧФ и СД**Ф. Первой и третьей отрокам f в ко то рыт Р~ 14 * 

сопоставим элементарны® ксттъйнкпии Л, (Л  Л С )  , тогда Р ^  

л,(Л\/ (ЛлС)/ - дизъюнктивная нормальная форма* Второ?! строк®, а кг 

торой Р * Л , сопоставим следующую элементарную тизьюнкияв 

^  V с )  , тогъ&Р'”  (Л V конъюнктивная нормальная форма * 

Полученные формулы сравните с примерами И  и 14*

Таким образом, правило построения сокращенной таблицы истинно­

сти заклинается в следующем: мы приписываем Значения И или Л од­

ной единственной *ук$а, и, истодя нэ этого, производим простейшие 

упрощения ясксмой формулы* затем приписываем значения другой накеь»- 

яибудь букве т и так до те? пер, пока на вычислим все значения фор­

мулы* Отличие от построения яопных таблиц ютаяяоатн заключается в 

том, что в данном методе на ну*яе приписывать значения вея» буква» 

■Отметт ,  что если букв» или формула приписано некоторое значение 

/  И или ^  / ,  то упрощения Формой основывается на следующих

э квивалаитностях: , .

i И д j*) v Л, (Л а А)^Л ,  (Я  л H | * i ,  ( А л Л ) ~ 4 ,

( H v i j - и ,  {Av  А)~А ,  (А V Н )~ И ,  ( А * л ) ~ . * ,

М  —  Л )~ и ,  ( Л ~ ~ И } ~ И ,  ( А - ~ Л ) ~ . Я ,

( й ) ~ Я , $  ~ И , Л ~  Л ■
чрсtie того , рекомендуется выбирать а качестве бтявы, которой 

ариписываются значения или Л  , ту букву, которая чаща затра

Чается ' з рассматриваема* формуле* ^аяоимер, з качестве утграинв- 

яия №. предлагаем читателю построить сокращенные таблица ястияио- 

сти следующих феюму*5

С Л  V  (В  — А ) )  ( ( ( Я - * & ) л С ) - * ~ Я ) ;

{ е - ~  ( ( е  - ~ ( g v j i ) ) v A ) )  .

-  2? *
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Рвздел t* Исчисление высказывание.

Если некоторое математическое рассуждение описано подходящей 

формулok алгебры высказывании, то рассматривая таблицу истинности 

этой формулы* мы можем проверить правильность данного распадения-. 

Однако в математике часто рассуждения представляет собой последо­

вательности высказывании/ каждое ив которых является логическим 

следствием предыду*цих высказывании этой последовательности. Такие 

рассуждения называются доказательствами или выводами, ^ля анализа 

методов построения математических доказательств оказывается более 

удобным формальный подход, основные положения которого были описа­

ны ...нами ш предыдущем разделе. Цойтому в этом разделе для дальней­

шего изучения высказывании од вводим специальную формальную систе­

му, которая называется исчислением высказывании (сокращенно; КБ). 

При атом мы используем формальный язык алгебры высказывании, но 

отказываемся от рассмотрения истинностных значении формул. Вместо 

ш бЕмп истинности вводятся аксиомы и правила тводь^,

Б исчислении высказывании логические символы ^  , v f 

мы по-прежнему будем называть отрицанием* конъюнкцией, дизъшкцМеи, 

импликацией, но мы не должны употреблять свойства этих символов, 

доказанные нами в алгебре высказывании. В ней эти свойства докав&ва 

двсь с помощью истинностных значении, которые не рассматриваются в 

Шй* Все свойства эти£ символов в ИБ докрываются, исходя nf аксиом 

ш правил вывода. Некоторое из этих свойств будут вновь передела- 

ванн в йВ, a будут рассмотрены некоторые другие свойства.

В заключении мы показываем равносильность содержательного

ш формального подходов к изучению высказывании, а именно: дока­

зываем, чт® тозд ествеино истинные формула алгебр  высказывании^ , ,  

до&аеуемые ш Ий Формулы суть одни и телш~



1. Агсйомы, up*»»** йивода tie.'

-Р.иаьвы* «ыко* » c w o » m  висвезивввв* ,г,ч, ал~ебГ)Ы

ввехезывавив, при этси простейшее васвезнваквя рассквтрввв*тйя * «  

еб^чиы© высказыветельятые переменят.

Ц£5В*ЛЕЧД 1 . & о м т ш  яеч»слчвгя ВЬГок«э«ввп*а *»ж»тоя «се

фориулы, икевшне один из оледурвкх вялое:

1. 1. ( Л — * ( Е > —  Л))

2r((J~* В)~* ( Л — ( й—* с)) —-* (А — tjj) 

п. 1 . О  л В ) — * J )  

г. ( ( А л  в) *  8) 

3. ( я — * (в —+ ( А л в|)

■ • 1. ( J  — * { J  v  &)) 
z . ( ! b — + ( J l v & ) )

3. о ~ + с )~ »  Г(8 ~*e)~-*Ov8)— c$

iy. 1. и -* & ) ~ > ( ( А -* Ю  -* Д })
■ г. ( Л  ~ * Л )

®ор*улы 1,1 - 1T.S ввзнважтся схемами аксиам. Каждая огеие ввои- 

о* определяет Оеоконевие» « мв  аКсно*, .  „ „ . „ о :  ври лвбо* вовкре^ 

*ои вкборе фориул, обозначены* бувват! 4 ,  В, С волучаето* од»5 

5ГЗ ftKOBOМ.

^ мер -• Птo'гl, Л. в , С выовазыватальвна пере*е*яве , Т0Гда 

сведуэдще формулы суть аксвоин, певуч***» во стен* 1.1:

и ~ * (Я -* Я )) ( (Л ~»(В-+Я», ( В ~~г ((Л vc) — * щ  

( А — ( ( Ш ) - * Ц г ((Л~*(с-*Л))-~*(с— ( Л - * ( с - * Щ {

в дальне**** для охенв,по котарав получается „асса-

rpesaem* *«**°»* . * ; * » ■  сведущие оок**в, в*я:

« 1 . 1 .  « 1 . 8 ,  п. 2 > ......... ....  }Т 2
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а ,? ^ ;ы И £  4 . Исчисление высхазывыш* содержит единственное 

правило вывода ’ «o/yf£_ac«tss£ м и  'примио отделения*.

Мод,'с пдаьиа - это процедура перехода от дву* формул вида Л 

( J —+ & )  «формуле £

Симводичес*» это привило тдисывьътсн а виде;

» (Л * В) ( )

J '
пример 4. •> Формула { й —  пшучеыа о поморье *Я из форму*

. 4> (Л ~ *<0 - '* »
J I ( -Я * (В *  Я) )  '  ̂ ^ )

<3) J  подучена по Ш1 из формуя (А ” в), {(^ 8) *  ̂ '

( А — * Я ), ( ( $ — * 8 )  *

—  J

Щ?ИЬШ»1Ь д. <, 08аайтедяством или выводом з ИВ навивается

конечная последовательность ?о«ул 5 i.- - . 3 k . , * * * * *  5,3 *°-

торых есть либо а* си ома, *»<5о подучается so коадс поненс аа пре­

дадут! Формул этой последовательности. Формул* J  называете* 

дм аа^м ш  в ИВ или щ д &й Ш !., оси* существует *оиеч*мК енеод 

~ я~  5 *. , » автором аос^едкя» формула есть . /  ■ В к. '•'•

ибоемачеийв: »Ь ^  ’Ч *  J -доказуема & ЛВ“

Пример с . иостроик ванод формула (Jf ~"1* -1?) , где j? - про- 

8Э£СЛЫ4**Л формула J&B*

i . и - ~ *   ̂ ■ t с* 1 . 1 )

U  "U 1 с *д .ь  )

г. [tj—a — jo-* id-—  ̂(Л—* ( w s l*~ ’’

. .  {Л — C J — А>-— ЛЙ С. С* 1 , 1 3

&. (Л —♦ Л) С !* и * з , *

„лнаое нами определение выводимости подлостью соответствует 

.псяоматачесдсму методу, -лнахо для тел о» х^раиериоами «тем а  

та -сских рассуждении необходимо ввести еажаос ойо^еняе ?rofv> ч>.

н.чтгя. 3 матеяатихе часто дд* Д0*,айаТбЛЬсТ!к1 те--и *»



спштаяьщс допущения, с*ги допущения ф&ггиче^ки фукциониругт как

>  '
аксиомы: т  ссылаемся на них, испсдьеуе* и в конечном и юге гово­

рим , что из данных предположение ьытек&ет искомое утверждение. Ь 

подобных рассуждениях участвует понятие "выводимости из гмпотев"'.

ч, Даив последовательность формул J}ft ., , J)*Xi 

Б)’дек говорить, что формуле. Л  выводима иг гипотез Лг, . .

» ИВ, если су^еств^ет конечная последовательность формул Вг,. •'•# Ас

кшкдая ив которых есть либо аксиома, либо одна иг гипотез

, либо получается пс модус поаенс из предыдущих формул этой

последовательности, и В к  * ( обозначенио \J?,

Ирияер к, иоквгеи, что —-С)), (А  л &) С ■

1. ( ,^Л В) (гипотеза)

2 . ([J A g) -^J) ( Ся п. 1 )

3. (Mil *<>,1 )

4 . ( J  " ( Е> *• С-)) (гипстеье >

5 ( Ь — *• £) . . И  I S ,«)

6 ({.л л В ) — * а) ( СА й.с)

7. 6 ' v МЛ к 1,6)

6 С ‘  (Mfl I  5 ,7  )

Такий образом , нами дано строгое определение математического 

доказательства* и дальнейшая цель состоит ь изучении различных 

схем доказательств м доказуемых формул. Для облегчения построения 

выводов схемы аксиом разбиты на группы* каждая из которых характе­

ризует свойства определенного логического символа. Например, схе-
0

мы аксион 1Л.,с характериауют символ „ -- > ш позволяет доказы­

вать формулы, содержаще н*>—^ ; аксиомы Lul-c характеризует^ 

и позволяют выводить формулы, содар*ш*меЛ м т.д. Бо&ее того, п р у ­

тика построения вывод os показывает, что вс многих случаях если не­

которая формул» содержит #например* символ ш m  содер­

жит .V  . 8 то для ее вывода аксиомы, S.i-b не нужны,. j?q обет ал­

теи ьствс проиллюстрирован© в примере о; формула (*&
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яит только символ -- *  , поэтому для зе вывода потребовались

лишь схем* 1 .1 ,г а правило И .  Мы ре*омеидуе* читателе обратить 

ьниманиа нз это обстоятельство - оно поможет на* при построении

выводов,

замечание 1. Символ * * не входит а явнк А& и используется

нами в качестве вспомогательного символа для характеривации инте- 

рьсус_.их нас понятии, однако встречается такое я вложение курса 

математической логике, когда знак * h  “ включается в язык ис­

числения, i подобных случаях вводится специальная система аксиои, 

вклсчиплх символ ’ h- виражения^еодержале этот символ, навива­

ется секвенциями, а .само исчисление назавает исчимсни^м_£ё£55ЙГ 

ции. 3 настоя.ем курсе подобные рассмотрения отсутствует.

4. Выводимость аз гипотез

В дьмяок пункте рассматривается основные свойства

понятия выводимости. Начнем с простейших иэ них. 

tEOPi^A 1. A  At,.- . h  Л  С , где i- * К Z, ■" *-■ 

Нж\жен*т -.Лол теорем» , очевидно* оно выражает естестафшад* 

ф*гг, ч е г о  люба** гипотеза является выводимое, на самом себя*

Ш г Ш  2. с ГА &,*.<, J *  h В ■ * в t~c * -Дм ^  ••'•

Дozазатель с т з о i Цусть «4; h  б, 3  h C  н с-/, ^ дг

завод £  5  , Тогда кавдое вхождение #  в С /,,. . ,

ЭаМёНММ К& СООТВеТСТВу*Ш ВЫВОД $  #а ~ получим

завод формулы С- шъ Л ,  *.», *$»*с * Теорема док&еаяа.,

Дохаэашшм творима описывает схему f воторал часто зстреч&€?тс& 

s логических р&ссуаденаях* Han |ja %£»€«. е& соответствует &**едуоа*в© 

рассуждение: * Если будет хорамая погода* то- *м пойдем-в дес* &с£я 

!ш  пойдем в лес* то орехрасно проведем время, Сдедои&^од ьн€., еехш 

будет юромля погода, то *ы прекрасно проведем зреш;**

саккая схема рассумденям называется прцЕ&дом сги^огггма С ДО* 

1Е0РЕМЛ а. Если J f t ..., X » .  * {' 4" '  ^ то *** • ■ ■ ^  "
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Доказательство* Пусть ~ i 3 fj X%rjf S k . ' -

ВЫВОД, формулы i Л ук. $ )  и8 *$f> ,. - , /  „ Дополним этот вывод

до вывода формул* $  ш  Jtt щ Цо определение вывода ш -

аг*: В &9(Лм."~~* В) „ Возьмем в качестве формул #*><,  ^^форм^лы 

#  соответственно. Последние являются гипотезой и результатом 

применения Mil к Зж+'Г^Лт и j3/c. = .Теорема доказана*

tiax было отмечено «ьше с .2 2 ) , почти хижд&я математическая 

теорема имеет вид ( Л ’^ л 3 )  # Нри этом J f  называется условием тео­

рема, а 3  ~ аё закл счешем* Ла теоремы о следуетг что если некого- 

рая теорема вида { Л —*- В) доказана, то ив условия этой теоремы 

всегда выводимо ее заключение $  . лнелогичное утверждение

было рассмотрено нами и » алгебре высказываний ( теорема -4 . с ,2 2 ). 

Однако при доказательстве подобных теорем часто встречается проти­

воположная ситуация. доказательство теоремы ( J — +  $)  начинается 

с предположения; "пусть выполняется условие теоремы Л  \  затем 

еяедуят рассуждения, в результате хоторых выводится заключение Й . 

1адо© доказательство представимо в виде следуете* схемы:

пусть , тогда 3  9 пли символически: 4 J) ^  В  *

Ясно, что эта схема отличается' от ш л а самой теоремы 9(Л~~**&)* 

im  не-менее/ доказательство теорема на этом заканчивается, йапримес 

м ае таким, образом доказаны теоремы 4. и о , В. подобных случаях не- 

явно используется спеимад ш м  логический закон, называемым правилом

i££I5Sr ^  покажем, что этот закон выполняется в исчисле­

нии змех&зышшйм *

± ? 2 й &  ■* 1 .уунвило a^jrtqqi ). ьсли Д ,  . . / -  ,f? 

то Л _ _ ,

..-iKMwwiga-i. Лусгь.Л, ■.... J~-f, Л«*-3 я Я /, . . . , 

вааод ’’орцузи и» Л tf ... t >«,. , Отпет*», что wot вааод иожет 

. одержат» fiopajfijr . л я  до&аэатеяьетва теоремы требуется пост­

рой.» Формулы ( ^ к. •» $  ) , асходд только нэ гипотез ,
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.Рассмотрим носяедорательиость формул

( JU^BO» &Д . (Лии —̂  Вк)
Последняя формула ь ( ^ )  есть иск опья В) , однако после-

доа&тельность еще не является выводок* Но мы дополним до ис­

комого вывода. Для этого воспользуемся математ и ческой индукцией

по номерам формуя Bt, • •*. * Ьк* ,

1). Б формуле Oft* &i)  формула Вг является либо аксиомои, ли 

бо одной т  гипотее Ji, J  -г- • Рассмотрим эти случаи,

a). Sf- аксиома. Тогда сяедус^ая последовательность формул обра­

зует доказательство формулы (Л ш ",т̂  fti):

( аксиома )

( СА 1Л  )►&ii)

( мд t i ,г )

1ч,-i . Тогда вывод

(гипотеза)

( СА 1,1 )

( ко к 1 ,г )
/

доказав

1. Bt

2 % I

О*

б}* Bi - одно из пшате® Л

Сдвдуэди*': 

t  8 f  -

2, { («Акм —^ В<$

3e

в). &i * J**- * Тогда ( J L Ьч)имеет вид (Л

тельство последней формулы было рассмотрено в примере о.

£). Предположим, что для всех 1 ^ 1  формулы 

лысодймы ив Ji, Xr-r .Рассмотрю* ( Л ~ — * &е ). В «он  

формуле является либо аж си омой, либо однои ив гипотез, либо  ̂

получается по МП из некоторых предыдущих формул Вс, Bj {t ,J  < 

Первые из этих случаев ра с смат ри вают ск так же, как в пункте .. 

Рассмотрим последний случаи: пусть получается по МП ив $

^ it j. < С) . Тогда по определение МП имеем: B i “  ■- 

Согласно предположению формулы (А ю —^Вь.) *5 

выводима иэ Д  -у JL-f. Тогда выводи этих форцуа мы допоа* * до 

вывода формулы Bcjone^yLuju» образом:

1. ( &  1- )  {выводим* не А , - . ,  ...  I

,  ( Л и .— * ( Ь (вы*



-■кU ~ ^ Y  "  &*J / м  i.< /

4.((Jw* *i0/- < /ми к 1 ,3/

6. (А «~*6е/ /«ПК 2,4/

Теорема доказан®.

Пр имар 5* ("J —*  (5  -~*С)) ^  ^А а 6) # С) .

Для доказательства этого т*ввр*дв«га* яу*яо применять правило дедук- 

дая к утверждении примера

w (АлЪ)ьС ( пример 4 /

2* (А-*(Ь'~''С))ь((ЯлЮ-~с) /  пд /
С Щ ^ ^ :  1. $СЛИ А  Л ,  ..., X * .  A* S  , ТоН#Г -*

Для доказательства яу*яо ^н. о аз прим&яять правило дедуяцнл*

В Q&ezjtbQH пункте приводятся другие следствия теоремы 4 .

j* производные отравила вывода,

i  данном -пункт»" мм- показываем некоторые вспомогательные пра«* 

вяяа вы&сда» облегчающие постооение выводов а £3* Пусть *Л, В, С - 

произвольяые формулы йсяяслвяяд высказываний,

TKCPgVA 5 /  те авизо перестановки посылок/»

(Я — (В—* о )  b(8 -*(А~~с)) /  ппп/
Доказательство. Сначала докажем следующее утверждение:

• / .  ( J ~ '  ( 3  С ))t В, J  h  С

Хт А  * /  гипотеза /

2* ( А ( В  ~**С$ /  гипотеза /

3. ( S"~~*0 /  МП к 1,3 /

4. 5  /  гипотеза /

5. £  /  МП к 3 ,4  /

Теперь к доказанном* утверяданяв а/ применим шэазяло д*йтктхчч:

б/  (Л - ~ * ( . & cj)f 0 h (л — /  пд /  .

»/  h (В ~ *■ (Д —*<zf) ! пд /

Теооема доказана..
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Г '

ТЕОРИИ! б/пр&вяяо соадаяекая пооыдок/»

( J  — * (g С)) ((А А В) * &)

#оквзет®яьствс ириведено в ярёшвр® ^

ТЕОРЕМ А 7 / ирв вяло разъединения t *

( Ш ъ) —  с)*~ ( * - * ( *  ~ *с}-

Доказательство. Сначала довешай ггпвртвшие:,Л ((Яа В ) ^ с , а  & hC' г. ^

2* ®

$. (А  (®  (<А а & &

4 * (в  — ^  л В))

5, ( Л йу?

в, ((А *8) г) 

п* С
«птрь, т т т я *  лшшшт spa»*** мдяпми * в/, вадг** не ^

утверждая»»

O f e a m w  все псяоаогатаяыще правила »«»од« » да* г № > »  

правила ввелений в правила удалеяид.

ТЕ0?1Ш_Б /гоавияа ваеяавгя/* л** я»$«т фовагуя

-  ds -

» / .  Л , б ' ь  ( Л л В >
/  ив л

б /, J? /* ( v
/  ПВ V- ,

в /, в ы ( Л  v В) /  ПВ и  /

г / ,  воли А ^ & , 1Ъ h ( * - + ' &  * Ш

д /. *б
/  ПВ ~ /

в /, воля Ji h & а
Л h  В , то >- i  /  пв ~ /

д о ж м м м ^ ш о -  Прем*» • /  - » /  дапев ел«.У*т из стек «с м о »

ШЛ.,2 и-яэ теоремы 3;
правило Г / есть ДГ,г рессотр*» а / .в / .

д/. г. J
/гипотеза/

2. (А~~* 0 1 - ~ М Я  , /  С1 1Л  /

г. (£
/  мп в a

/ ЖП"

/ГЯГГС- г.'-Ш/

/Г*в«гг ■:*■'

/  CJ Г 

/  МП г ,S 

/¥П В

/mtisn* fJ 

/  *Ш К . *



4. U fi) —* ((J~~+ ( Cii il.l )

b, ((J * j ) * -A j • ( )Ш * с # * ;

6, ( J  Л) ( арепер o )

/ .  3S ( Kli x b ,6  )

©)• 1, J) h 6 ( условие тьореш)

t .  h ( J ^ B )  я ( iu )

ь* (Ci гул)

h (( J  ~+ & )— > Jj (МД I * ,j )

5, j  h  & ( условие теоров^ )

6 . *- ( a ~-+I) i as 5

7 . 1 - J  СЯШ * 4,6)

ира&шio введевш жрпщшш в) представляет собов схему до^оатедв~ 

ства.от протншого щди, иногда г о® ор«т; праэядо сще&тш* ж про?иворе- 

чию, ^екствитвй ш о , ееяи явобходимз док«ват* утверждение вид* Л , 

мы предполагаем, что шжоатегеж противоположное .утверждение * /  и 

стараемся вывести противоречие; {.&-А &)■* Если (В Л В ) nos/чей о, то по 

правил '̂ введений дохает: емо асе* экое /тверЕДение ^  .

ТЕОРЬЖа 9. (прашла .удаленна).

а) ( > А 6) h~ Л С М л j
б) (А А В) ('й#*Л )

») J  - Л  t Ш = )

г / если f~ С й Ш> h  С , то ( J -• ч/ &  ) К  С ( Ш V" >

JW если И fc( А В.’ ■ ТО . v Ги *  >
«А ̂  Д I-* ^

*©к ааат ед ьст в о. Правила ы)-г) * « * ©  следуют ив слеп Пт1 ,2 }*Л ,р \ *  

it т  теоремь о; правило д) есть виодс аоненс.

Привод о г • утверждает, что. для докааатс вотва суждения вида 

(J) у В) h -1 достаточно доказать два суждение т М h С. * ш * &  t~ (- 

которые /же не содержит ©аака * V  *., т»е. действительно пронес ал о уда­

ление V  *. ото правило odocHOBisBssct' тахие дохазателвства, в. которых 

приходится рг-с.-^Л'йлватв ыесхоаьло «уча*: в. г.адрииер» в докаеателвот-

Й м
лгрк̂ кажа делимости на о рассшьтшвйвтся два сличав; л — данное
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число оканчивается на С* и 6 - ‘ данное чис*о оканчивается на Ь\ 

о кожлои ив этих случаев 'данное число Делится на &•- С , * •«*

f i h C  и В  P C  .Отевдапо правил/ удаления V  • /" l- -

Цри наложена производив правда вывода вы укававае* ыинималwoe 

чис*о гипотеа. Однако эти правила допускают обобщения ка « у ч а * , 

когда исходное шкж естм гипотез более широкие, паприиер, правило 

введение отрицания и правило удаления диэгюнкьл обобщаются еле- 

А]*»#* образом:

ьеш Н и - М Ь К  “ А  Л , В ^ - , то А  , А  h  &

С.СДИ A, fi^yShZ)  и Л,, С hZ), 1Q Я ь , J r J & v e l b  £>.
.

Пример .6.

1 . J , / ,  I M  (теорема t)

< . . J , J , 3 h I  (твереиа i)

о. J \ , j h  Ъ  ' Ш  “  )

f  h- в ( ш

b . j J h - B  I O C )

Ti,OrL%_JO _

Ji l~3 ' тогда 1§ tosfcis тогда* sor;u  3 r* J  _   ̂ ^  ‘

*о*а,заТбЛьство. a.}» Цует* Л  h  8  » rcos **««■, что Ь

, ^  g ; ; гипотеза )

2 . * Н ( В ~ ~ ' *  ( Я - + Ю )   ̂ 1Л  *

3. h  CJ? f j  V Wi s 1,4 )

g (усдошге TiwffcwJ

5. *- (Я~* В) __ t &s >

6. b~(( A — ^  0 .'— 9‘ ((j} ~~* $ )  { !"s 1^*1 J

7. H  :[J—* & }—* ! )  ( iiu к 5,6 )

8. /- JT ‘ ЭШ * 5,7 i

6). Пусть 3*h A  . тогда пок«»»я, чт& Л t~8 .  э e»fij перво- 

4ястЩ данного утв«рвдеШ1В »« 5  следgwt. л < »/

£j зае&енля : Л  h  $  й йо npasftaj уд^ее^я 

Лрммек;!3 & состно*ен»ш* Л иЛ , J t h*B , В t~ $  пр»»#ио сняло* ^

йОДТЧЙМ Ь~ 3  у ЧТО ИТр^&ИмаОСЬ ДО£а&&Т&,
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Правило контрчпоркции дает мскяочительно удобно мзтод доказа­

тельства .теорем* Окас ыъается, что теорема вида ( А tfjpumom ъаа 

теореме вида (В —♦ Л )  и потому Бместо В можно докаоыза?ъВн£. 

Например, утверждение “если функция дифференцируема, то она непре­

рывна * раносильно утверждению ресли функция разрывна, то она неди}~ 

ференцируема* ч

ТВОРЕЛь й.усть формула Р  содержит переменных. J? ч и фор- 

мула >5/ г /3/  получается не Р d ре&ультате замена всех доохденн» 

J  на формулу В . Тогда если h Р , то Л  $# (Р)

Доказательство* Пусть h  Р  и <2у, ... г - её вый од. Тогда

* Р  И К&ДД&Я ••* f ^  либо аксиома, либо получается по

МП из предаду<*их формул. Рассмотрим фориулы

Дз Л?*-), ••• / '(&*■),
получ&еше из fif,. • •, &**. заменой Jf ка $  • Они образует 

амасд формулы f «. Деметвитеяьно,- еслк ^  двляетсл^хсй-

фыо& ш получена подстановкой из некоторой схемы аксиом, то ^  (Ос) 

может б|>ть получена из той же схем* подходящем подстановкой, т,е. 

д а -  / аксиомачастности, ^  /2?/^акскомаЛ^алее, применим мате- 

матическуг индукцию. Предположим,, что все $gf8c) ^/^охазуемы в 

ИВ,м рассмотрим ^  Пусть ^ £ получается по Ш из пред***

дудувх формул м £?/ ~ (&С Очевидно, что в этом случае

*t(fy имеет вид; $5  (вс)—* sf(<?(j) . Тогда Se fQe) получает-

се no mi VK f̂c), —*■£#(>Sell- Теорема доказана.

Б заключение пункта м  ̂ рассмотрим несколько всвомег&телЬш*х 

утверждение , иллюстрирующих применение дохавакнах правил*

1.* Б ИВ ваполяяхтсл следуп&ив соотношениям

&} < Л V  В } И  { л А Ь:;

• .1 ) ( $  а  В ) Н  { Л v Бу

i ) (j f  v  В) И  (Л  — В)

*г) ( А л  Ь) *- ( j p ^ 1 »

д} f— { J  v  J* )

“ А А>
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Доквзатеяьство. а/. I,-( A A'Bl h~ j>

2 . A t~ ( Г л В )

3-й . 8  * "  ( A a  3 /  ■ -

6> ( A V  3 )  H- ( А л 6) 

б / , t. (А л  5.) h  A

2. $  ( Л Л &)

3. A ______
4 . J  h- ( / a  a .)

fr-s. 8  г  ( 1 л S )___ _

9 . , { J? S /Jj) H  Cjf Л gi 

to. • /  л Ю H  f i * v j y  

•1 * > s л S ; F  { J a  |j

i2. (J a  $ F k  ' ( а Т в )

» /• — (A  —  S5.i ••

* ’ 2. — g)

3. X , A 6

*• A f- ( Л — *ft)

“5. (JTv 8 )  i- (j» " Г  &  

v . i- (A  ,\b), i i * ~ *  1 ) ^  ^

2. ( А  л 4 ) ,  M — * si h i ’

•i- (А л  g ), ! A - 6 } M i : - 3 )  

. ( 4 л  Si ,  ( А —  У: t-B

s. I J I a S I ^ U -  ») 

v- ь  A b  > Д v j ] ,

» *(,ftvT) v X
(& v 'A )  h * ■

Ъ. h  (A v Jt)

* • J* ■ (J> V J)

» 6  l- , ( A A A ) I- A 

2 • ( А л J 1  r“  A 

, 7

Яатнг- %0жкз&я&*

/ гаг A  /

/  № /

/  a i m o m w  i-t

А ОТ V /

/ ОТ Л /

/  1TK /

- /  fllL-T

7 n'c /

. * ч ;]ОГ^

/. ЧГ y.

,

./ P . _

■rry •*,**, 

.30 a«#p

i ив;— ,*

'ЛЯУ :-

' H f

л/  пт-.д .у

'/ТФОр$Ч*- 

/  Щ !  SC ? ,

У

«зз здпгагям» l*t/ 

~ '

/  ?тт Г /

' тчг д /



§ Связь между алгебро* высказывание и исчислением высказывание,

Формулы исчисления высказывании можно рассматривать как формулу 

алгебры высказывании. При атом если выеказывательным переменным в SAS 

присваивать значения И и Л , а символы (~  Л, V,—* )  считать сим­

волами соответствующих логических операции* то формулы ИВ будут 

принимать истинностные значения. Тогда можно будет говорить о тож­

дественное истинности формул исчисления высказывании. Как было усло­

влено в алгебре высказывании, тождественно истинны© Формулы 

выражают схемы правильных рассуждение в математике, в исчислении вы­

сказывании эту роль выполняют доказуемые формулы* поэтому особые ин­

терес представляет сравнение тождественно истинных формул ш доказу­

емых формул. В данном пункте мы покажем* что это одни и те де фо­

рмулы.

'Г&ОР&Ма U . всякая формула, доказуемая в ЙВ, является тождествен?-* 

но истинное э алгебре высказывание.

Локазагельство* Каждая доказуемая формула подучается из аксиом 

с помощью правила модус пенена* tie теоремам ч и 5 раздела 1 каждая 

аксиома 'является тождественно мстичнои, и по той же теореме % 

применение модус поненс к тождественно истинным формулам дает вновь 

тождественно истинную формулу. Поэтому Любая формула, получаемая из 

аксиом с поморье модус поненс, будет тождественно истиннои. Теорема 

доказана.

Таким образом, мы установили, что формулы, доказуемые в ЙЗ » не 

выводят нас за пределы тождественно истинных формул „ Огот факт сви­

детельствует о надежности рассмотренного формального подхода к изуче* 

нис высказывание* т .е . о том, что выводы исчисления высказывании на­

ходятся в строгом соответствии с выводами алгебры высказывание. Рас~ 

смотрим обратную проблему; зерно ли, что каждая тождественно истин­

ная формула доказуема в йВ? достаточен ли набор аксиом и правил вы­

вода в ИВ для обоснования лсбых выводов алгебры высказывание?яаляет~ 

ся ли /lB достаточно полным/ ^*а проблема называется проблемой полно*

-  41 -
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ты исчисления высказываний. *iуже доказывается, что она рдеется пояс­

нительно.

TEOPFMA 13. Всякая тождественно истинная формуле алгебры высказы­

ваний доказуема в исчислении высказываний.

Доказательству теоремы мы предпошлем некоторые веломогательныр по­

нятия и утверждения.

,Гля произвольной формулы Я определим оледуюшие формулы:

л " . Л  , Я * - Л .

Далее, пусть Р ( A i7..., Я*>) ~ формула «В и < J i ,  ■ , I *  > - плбор

истинностных значений /т .е . каждое равно И или У/ / ,  чеоез

Х р  обозначим знечеяие 1 я ) .  _  г Г

Л'1* • Л^*> р "Г /Л
Риже мы будем рассматривать формулы >»/ > • - , > ( ь

поэтому приведем несколько примеров: р ^

еД  Пусть Р ’ Тогда Д  » А ,

A 1* - A ,

б / .  Пусть J  И < ls >  ~ t)/i~ JtjfaT0 T1ib

М^*АдНЛ,А?**Л, 1р*я> Р ^ Ш Л Н П Щ ^ А Х
в/. Птсть Р(Л,)-Л1 * <Ii> -<-Л> тогда

jT W A J U  Лдя любой формулы Р  • > fin )  и любого наборе 

L  2м ^ выполняется соотношение:

' '  '  j J \ . . . ,  Л 1 ”  h  р ‘ г ( А , - м  М
J

Доказательство /  индткпией по длине формулы / .  1 / . Пусть формула 

^ содержит логически! символов. Тогда Р  совпа­

дает о высказывательноР. переменкой: Р - Л ,  . Тогда в качестве набора , 

Еотктаоотнах значений ну*яо васематоиЕвть < . В этон случае -tp"

, т , ы <  « ( < )  примет вид \ ;~то_утверждение выполняет­

ся в силу теоремы 1 «з  

2 / .  Пусть для формул p  f/ij ■■■ , I n )  « & ( fa, ;-,Лц) утверждение 

леммы выполняется, т»е. для любого набора истинностных зиач»яи9!

< ^ 4 l h У ■ *«яяяняится' соотношения:

*



M r . ............; Л Д  ( D

Af\ .Л , А 7" ь @ ч (а , , А \  (ф

Г5в ir *P(h, , w  , ц - & а и ,in) .
Пусть фовмучл R  ( J , ,  ,.t jln ) попучм-гс* яэ P ( J } , t ...) A „ ) ) Q ( A ,  , Ю

О П0*0ШЬЮ ОДНОГО Я J лог?гчаскят символов у V '^ Л

в / , R f A ,  - , A J -  1 ^ 7 A  j .t I I  ,,гогда 5 Я / / Л .§< t/fj'* ?* ТТВвО^вЯИв

Л9ММЫ ПОЙМЁТ ВЯ'П а.

А 1 ’’ . . . ,  Л 1 ” '- p f ( t , , . . . j n )  м
Г JT ж

Ксля £р - И « то р  -г р  * р  ^  * р  * По поаяялу ввадвяяя ** :

Р h Р . Отсюда я яз ( по П9авя*т^ея.*/опезма слаат^т .

?сли Х р  « Л  , то Я  ^  £> jr Р  х р  . По таоовма 1 аз 2 : P h p  

Отсюда я яз по псавилт сяллогязма слвдтвт f 4). . 

б/. ( Р v Q )  . Тогаа 5 (  ĵ > V  / ^ , )  я тт»ар*д#няв чяммн поямат

А * . . . .  4 *  ь  ( P v a ) I p v r p  ' t (s )

код* Гр = и  , т о ф у  / * ) » и ,  Р ^ : р ,  ( P s Q ^ ^ ^ P v Q )

По по л р. пят **вд**ия V' -.р!-(Руй). -теопв я *з (2 ,) сялятвт .

Ч е м  f f  * И . т « ( [ p v  ( l ! f * 4 ,  ( P v d ) l/,vtK  ( P v  О .)

По п ^ а м я *  мвдвии» у  : Q h ( F y ( 2 К  гтзюда я яэ f j )  сл а д т а т^^У .

J .cr  ^ ; л * ! t г *  • т! <>v / * J--д  р % р а г’- а, (р*
* ( Ру (х ).Ъь прауЯят ш*едаяя* Л : PtG h ( рл &)> -*з#ла^м« г<5/

(Ад ) ^\Pv Q) « Отсюда я яз по поаяячу силлогизма f*o ятгчав а

1-7* ~1>стк 1? (РТГПТ , тогда Гг ~ ( /̂.} 4 'iy) я *тзво*авяиа лвмщ* пря­

мот вяд: ■ f л г

г, лГ а )

’’ел* Гр * И Я fj, - lj t гъ Р^- Рг &  *-<1, (Рл (1) ^ '  ( Рл О.).

Го ясмяиг «-*ч*:тч А ^ о .  h { ^лС) . '«теме . ЩЛ(Я,(3) ол вц вт  (Ч> .

_  ,с "  [р*л , т* ,р (PAa / * t  (pJ qj . ro j,r„ Kirf „ „ „ „  v ‘

p h ( P v  L i  . » f - ( P y  Q )f '(p y ) (ij ?;) ЦООЛвЦЯНГ ЛВ7 ТГ 30 0TW044-

НЯ,1 Я ЯЗ (̂ V/ CJM>H7-«T ■ ( „ '
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JTe _ . Tp л ^  ——
Eds* If ~Л , то #  - Q,(Pa Q) «  , По правилу, введен­

ия V  : S  h'CFv&J*  Из леммы i *f \{р\/ ( i )  k (Рл Cl)  . т'огае из этих 

двух утверждений и из (3) сяедтет(£) .

г / .  П у с т ь  И * (Р~~* й) , т о г д а  1 ч *  (ip - *  /f .)  . и т т в в о г а в ч и е  л е м м ы  

п р и м е т  в и д :  г  г  г

и - н ”
Еол к 1р - И * I], - Л , то Р Р* Р, в ‘ Q , ( Р~* 

с. (Р~~* fij. Ho превилу введения А : Pyd  ^  ( Рл Q ) * йз леммы Iг / : 

(Рлй) h (Р—> G)* Яз этих двтх соотношения и из (£), (3) следтет ( 7J .

Если 1р - J  , то (P~*-CL) f ** ( Р —*■&). По правилу в?е-

двяия V l W  h (  Р V Q-) . 7 3  леммы 1 в/: / Fv <2) h  ( Р ~+ G).

Йз этих двгх соотношения и из /4J слеД7^ _ ^ ^  *

Если / |  , то <2-̂ f=(P-*<2)- по псавият в*е-

дения |/ : (2 h ( Р \/ & )  . ^з леммы И / :  f Р v Q )  b  ( Р -~+

Из этих двтх сеотновений и яз YA) следует Л #  *

**ами рассмотрены вое возмо^чп/е случая, и лемме докезаие.

Наступим к доказательству теоремы 13. Пусть Р  тождественно 

истинная формула и зависит от переменных Jft ..* *■ :

Р * P (4 * ,...f JL )

Тогда для любого набора <ir, ...; / *  > : ~ •*•/ I**)* У-

Отсвде p \ j b , , „ ,J L h :p (J k - jk  по лемме ? имеем:

л / ; . . : , , ^  *  ( К - Х ы  (Ю

Возьмем два набора истинностных значений следуюлегс вида:

< ^  > и < It, -А > . * сил* (£ )  ^мея»:

А - Г ,  X  *  Р Г 4 ~ ;  М  

А * , . . . ,  л 7 ,  JL  h

Отсюда по правил? уделения V  получаем:

Л * . - ,  Л - ' .  ! 1‘  * Л ) "  " А - . * - } '
По яеиие 1д/ /  А  V A J  доказуема * "•?, олег°*атель*с:
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, к -  h  л * )

Так как значения L, • » выбиоаяись'проязвольяь»и образом, тс

соотношение ( 9) вьшояяетоя яля тюбого набооа ^ Г -г, • < * »■<

^епеоь аяалогячнуми Рассунде**ями из ( ? )  мп -но пол »»?7Т ь:

.о,'' , . . . ,  J &  - Ш ...... ,i- )

Продолжая подобные рвссугценя** мм через (n-,t) *вга получку иско­

мое соотношение >  Р ( Л , , . .  , А О  » ^еоовмя аоказаяа.

Таооввш я 13 лают юроттЯ метод /  алгоритм, ом. с. 14 /для 

определения доказуемости формул ясчиолвше высказывания. Чтобы про­

верить "Доказуема яя данная ^оом.тяа р  ?«*, достаточно проверять: »яв~ 

ляется ли Р  тоудестренно истинной формулой'- А последие- поовег-яет- 

ся /эффективно/ о помошьв габлипч истинности.

Гример ?, Локазуема ли формуяа (Л - *  6 )  * (& " '* ' J 0  ?

Чтобы проверять это, составим таблиц? истинности:

Г ^ Г б  ',(/>-*■$)-+(в

< и , и , и j

: « : *  j . и
: л : к ; I/ !

: Л ; Л : И ;

Эта формгла является тождественно истинной и по теореме 13 *вляет~ 

с я доказуемой в йй.

^аким образом, отнояение быть доказуемо* | ормуло1 в *9* являет- 

оя разрешим**/ /см. е»^л /.



Рас дел I .  iorsuca предикатов .

Алгебра высказывании и исчисление высказзвании каждое утверждение 

анализирует с точки зрения логически*; связей , сумеетвую*их^менду 

составлявши это утверждение высказываниями, структура составляй- 

^:х  высказывания не мсследуотея. В это* отношении такое исследование 

лваяется ограниченным и не позволяет анализировать широкил класс ма­

тематических рассуждение. Например , из посылок

"всякое рационально© число есть действительное число" (Л)

• 1/1 есть рациональное число* (В )

конечно мо&но сделать заключение:
/ V* I

* 1/1 усть действительное число * 7

Но в алгебре высказывание это рассуждение представимо следующей 

формулой; ((4 д В ) — н* с) Очевидно, что истинность этой формулы не

хаъ&т быть обоснована в алгебре выскасыванил. для анализа этого ут­

верждения необходимо в каждом составляйте* васказыь^нии выделить обг- 

ехты р^ссухдекил (подаеж^*е) и то, что о них говорится (сказуемые)* 

Истоку в данной, главе м» расширяем нале исследование и ьводим новы# 

понятия: предметны» переменные, константы, предикаты и кванторы, хо~- 

торы*подводят нам анализировать структуру широкого класса суждении, 

Ык и э случае ивучеияя высказывании в перьуо очередь мм рассмотрим 

содержательным подход | исследование этих понятии.

1* Переменные, предикаты, кванторы,

.Ьапошшк некоторые теоретико-мкожо.ственн».5 понятии и обоггмач*- 

ния* Пусть м  - произвольное непусто# множеств, Отдельные его :wc* 

м*нты будем обозначать первыми бук вали яатиксхого ^ф<ьвита: £  С*,

" 9 a *S <*', ^-..Самн буквы назовеи 5снетантахи, обо­

значаемые ими здементы из М  назовем hjl .значениями» латинскими 

. буквами X *$fZ, Яг, « к * б у д е м  -обозначать переменные t 'лршима^ 

с*.ие значения из множества-М , и будем называть их ^^е т н ы м и ^  

п&^-хекнаии. Букву t возможно с индексами будем испоа ьеоват ь для
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обозначения как предметны* констант, так к предметных переменных, 

оались X £ М  означает, что « н & ц е ш  X  входят в •

fl^Qu декартовой степенью 'множества Д1 называется мно^ест- 

во всевозможных кортежей дляны h  , составленных из элементов М 

Обозначение: М  !А > tA .* .■.. < М  , Например, если $  -

множество действительных чисел, то Л ~ $  * R есть множество

декартовых координат точек плоскости, #  ~

есть множество декартовых координат /*, 3, 2 ) точек пространства, 

Произвольное подмножество Р множества М ( Р & М )  
называете л ft - местным ртн ошекием на М  • Так , » предыдущих при­

мерах отношения неравенства чисел JC & г эс <• Ч является под-

множествами М  * М  , арифметические соотношения X  + X

ЗС • % х %  определят некоторые отношения мл мвожостве

М * М * М -

Далее, если Р~ п*местное отношение на 

авементы из М  f то сл ова *кортеж С <Ъ 1 , .-*,&*> уяоадетъорпет от­

ношение Р * означают, что <а А*> принадлежит мнокестку Р ;

йи. > 6 Р . От сад а следует, что любом кортеж < а « , <гк >

из М*~ либо удовлетворяет* Р , либо нет. В математическое

логике с каждым отношением Р£* М  связывает аетмнностн*е значе­

ния, а имение, если кортеж -С ..., <L̂  > удовлетворяет Р , то 

говорят, что отношение Р истинно на <о*<»♦»•; в»к.>( обоеначеяие:

Р а»*.) ж И в противном случае Р ложно на <&*,..., О.»*. >

( P(CU, ..., Аи) = л }# Тем самым, ц- »fc стное отн o«emte рас ома тр̂ ьь- 

ется как высказывазельная функция, которая каждому кортежу

> ^  М  ^сопоставляет значение И или Я . й зтом слу- 

' чае И. - местное отношение называет Я,- местным предикатом, опре­

деленным на т г ~  /йя обозначения предикатов будем использовать 

заглавные литинские буква Р, R , S * I с верхними и нижними ин­

дексами. Для указания местности предиката кспояьзустсд верхние ин­

дексы или выписывается переменные. Например,* Р (У< > - - .. ^  ) ,



я % ,  Г С  ( к .  , местные предикаты.

Б анализа с/жденм* предикаты выполняет роль схаоуемых, а роль 

подлежащего ь^юлняьт предкатные переменные и константа,входящие в

предикаты. Логические операции V , Л ;—* по-прежнему выполняет 

роль связок «ехду высказываниями*. Теперь высказывания могут содер­

жать предметные переменные и константа, и потому ма вводим е^е две 

логические операции - операции навешивания «ванторои.на предметные 

переменные.

Пусть Формула А(х) содержит предметную пером-иную ж  , Сопоставим 

JU'x)abo формулы: У ж  J K * )  1л . 3  X. Я  С*)

Символу V, Э называются соответственно ^в ^то^ю м ^^и ш  и 

к зантором с у чествования . Процедура перехода от формулы А(х) к фор­

мулам \/хЯ(х)н  3 *  называется one ра ци е * _на в о жи вания_ ;cjboH£0.-

£оь_ V  * 3  на переменную ЭС .

Поясним, что означают кванторы содержательно. Для этого в каче­

стве J)-(x) возьмем одноместны** предикат Р(х) $ определенны** на мно­

жестве М  . ^ я  каждого значения X  предикат Р(х)яш{яетел истин­

ным или ложным. А мы полагаем, что 'ормулы V>? и ^ j c  P (k )

являгтея высказываниям* , принимающим* вледус̂ чме истинностные значе­

ния :

У * р ( х )  *  И * —* для любого значения х  из М  : Р(Ф М

р(ж)* Vf существует такое значение jc аз М  , что
Р(,г)*И

В ризговорком языке формула V *  Л(*) читайся как * для всех Л 

«&(.*)• или "для любых X АО^)*; формула 3 *■ Аое) читается "сущест­

вует X  i)l5  ̂ их» *ддя некоторого ?е ■Л<*> \

Пример 1. Пусть Л  Ыобознача^т предикат * а*'- Действительное 

число* и RifcU* X  рац/она*ьное число " .  Очевидно» что высказывания 

уС'на с. *6 можно пересказать следующим образом;

*дл* л^<5сго х  t если X  -рациональное число, то 32 является дейст­

вительным числом*.

сто ьысхазывание, а также высказывания *ч 8 )  и ( С) могут быть За­

-  46 -
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писана в . сдвдуоацви виде:

V  х  ( R ( * )  — * £ ( * > )  (А }

R, ('/») !в )

0 ( .V } )  (с )

Тогда вмскаеыванив (( Лл 6) —•  С) примет вид:

[ ( У х  (,Rlx)—■* © Ы )  л И ( '6 ) ) — * 8 ( % ) ]

Истинность этого высказывания легко обосновываетсд 9 логике преди­

катов. Тем самым, введенные понятия предикатов, констант ,переменных 

и жышторо» рас ли рил и возможности анализа рассуждении.

ii ром а вольные формула логики предикатов образуются ив предикат* 

ных символов с поморья логических операции ~~r v , Л , и навеем-

гания кванторов V ,  3  на предметные переменные» Однако для науче­

ния логики предикатов нам необходимо более строгое определение языка 

логики предикатов. Ниже это определение будет дано с помощью индукшп 

по числу логических символов, но вначале необходимо ввести понятие 

сигнатуры, о «а
едРЕДШН Н О »  Пусть Pi в . , Уя , символы предикатов и 

а#,. , си», сииволы предметных констант.Множество

в '  * ^ рГ , . . . ,  р* *  . , A V , а ~ . ■

называется смгн*туроа.

^фиксируем некоторую сигнатуру <S и определим язык сигнатуры <3 

z . U .  алфавит я выла сигнатуры <о содержит следую-

дав символы:

a f> , - сииволы предметных констант ив <3;

c«f, , .г*., у ,  г - символы предметных переменных,

R** ftc* предикатные символы ив ,

*■, A ,  v V  Y *  3  — логические символы,

( , ) - скобки.

Z). Формулы, aiЕсли R - v\- местный предикатный символ и "t* 

символы предметных переменно или констант из (5 * то [ Ь1 

есть ^ормуда. Гохив формулы назовам атомными.



ьо -

б)Лс&* «Л и В ранее построенные формулы явыка сигнатуры^ 

то I ,  (лл В), ( A v B ) ,  (А  Б ) - та*же являются формулами сигна­

туры 6  .

в). Ьели Ь формула сигнатуры &  ш X  предметная переменная, то 

У *  В , З х , В  являются формулами сигнатуры 6Г .

г). Других формул сигнатуры (5 нет,

* Пример <d. Пусть  ̂3 • Тогда ^

a ). ( V * P 4 * V — a 4 f . * » ,  ( P V )  —  Z t Q  l o t f l

V x i  ( Q H z i . x A  v  P+(*<)), Jtj. У *  

v *  { p t y л p V ) ) ,  pVo), й 1и , 1 > , -
v

эти слова являются формулами сигнатуры ^  ; /

су. р1(х,^), а1бх), о, х ,  и - ~ % ) ,  ( p \ q 1), 

р1̂ )  Л й г( * ,^ )  v  P ty ,  0 1 Х р \ -

не являются формулами сигнатуры ^  .

Формулы сигнатуры (3* имеют смысл только тогда, когдавмеется ка­

кая-нибудь интерпретация символов сигнатур* <5 . Определим это

понятие,

Пусть И  непустое множество и сигнатура в  содержит символы 

предметных констант ... , .** 8 сиквшы предика­

тов Р/* * каждое юстанте C L ^  ^сопоставим неко-

торыи аяеиент ш* М  i каждон.т̂ синвсшу Рк К сопоставим

уместно* отношение ( предикат > » определеннее на нноне-

стве М  * Условимся также, что предметные переиенные принимает вне- 

чеаия не множества М . Тогда будем говорить, «то_еадана интерг.ре-та. 

ция формул явыди сигнатуры в" на множестве И  ^ Д е ^ ^ с н г н а т ^  

<0> называется тропка, состоящая ив непустого множества в

натуры б" » интерпретация Формул явыка ежгнатурн &  на ^  

Обозначение; < /М  , S  > .

Иногда в математике вовнмкает ситуация, при ноторо» Формула со»-1 

держит некоторую переменную , но не еямшит от эниченн* это* пере-



содержит переменную 

К, , однако ве личина, определяемая этой Формулой, не зависит от К  

Более того, мы можем вместо П. написать пг. , при этом смысл это*» 

формулы не изменится. В таких случаях о переменной П . говорят, что 

она связанная в данно* формуле. С другой стороны, в той же формуле 

переменная X. являете#* свободно* переменном, й логике предикатов 

в связи с введением кванторов тоже встречаются связанные ж свободные 

предметные переменные. Введем это понятие с помощью индукции по дди*- 

не формулы.

Пусть Л  формтла языка логики предикатов не­

которой сигнатуры* 1), &сли *й  *  Р [ i i f ... 9 атомная Формула

то все вхождения ее предметных переменных яьдяютеж свободными, свя­

занных вхождении переменных J j  не живет.

2). Пусть для формул & и С определено какие вхождения пере-*

ленных в В } С являются свободными и какие - связанными» Тогда 

ш ). если Л  имеет один же следующих жидов;

В ,  ( S a c ) ,  ( B v c ) ,  ( в ~ * с ) ,

то вхождения любо* переменном в J ) являются такими же , какими

они были в формулах В  я d  ;

б ) если Л  имеет вид V jr В  или 3  Я  8  , то каждое вхож­

дение переменно* «с в в  является связанный, а вхождении остальных

переменных яаяяотсд такими же, какими они были в формуле 8  * Пси

этом формула В называется обпастью действия кванторов V\ 3  

беременная ЭС называется свободное в , если в имеет­

ся хотя бы одно свободное вхождение зс , в противном случае DZ на­

зывается в , Формула, не содержащая свободных пере­

менных, навивается аммкнутря или предложением.

iBZ*5£-5.- *>• » Формула* V X l { Q l( ^ ^ ) v  р \ т е 1))> J X i  £ (Jej  

переменная - связанная, а - свободная*

м - *  *
меннои. Например, формула суммы ^ *

й75 *<



Г. u. - 

5t z.
б). S формулах V x  Q &*%)>  Vx R переменные X , у  свя-

8ШШ.

»). ^ { * > ~ - * З х  а 1(х>) здесь первое вхождение Д! является сво­

бодным, Ь второе СВЯЗаННЫМ. 

Z. Астинност ь.

введенные понятия предметных переменных, констант, предикатов и 

кванторов позволяет произвести строгий математическим анализ понятия 

истинности утверждения, м я  этого им фиксируем некоторус сигнатуру <3 

и произвольную модель данное сигнатуру. Используя индукции

по построению формула, хы дадии строгое определение истинности фор­

мулы fefi сигнатуры 6  в модели < М ,  & >  . ...

Произвольная Формула Л  сигнатуры S '  *ожет содержать с и м в о л у  

предметных переменных и констант. Ьсли проинтерпретировать J f  в мо­

дели 4 М ?6 >  , то символам констант бтдтт сопоставлены определенные 

значения ме множества М  * &роме того, все* свободным переменным в 

£  «ы сопоставим произвольные фиксированные значения ив • Тог» 

да вели «̂ Т содержит некоторые символы констант и свободных перемен- 

ш х  t то ям будут сопоставлена некоторые значения ир

множества Н  : . . . , И в дальнекжем

истинность или ложность Формулы будет определяться относитель­

но етих фиксированных рначент,

Ш Р ь Ш Ш Е  * . 1). Если J *  R  (-tf, 't'"-) - «тоюшя *оркуле,

то будем говорить , что «А = U  при ~tir ^  - Л  и, тогда и 

только тогда» когда кортеж <. й к  > удовлетворяет отмоиенис

^  , которое интерпретирует символ предиката R  :

-с ц «*— *  < . . a w > <£

2). Пусть формулы Ь  ш t  имеют определенные истинностные значе­

ния при i i  С a ij  35 * Тогда истинностные значения фор-

мул &  , ( Б А £ \  ( |vf t ), Определяются во соответств.тош таб-

/ \
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лиц**н истинности:

Щ
г г г  г -п Гп Z

; М5 л !:'Л ! л
1 Л ! И I И 1 ^
I Л }Л ; И ; VI

б ! сТ f ] j i&  Я о  7 с яу с)_ с) ]
Й П / >  Л  I ~ V  7  й  ! W  ~  I

* 1 " ’ ‘ ' - И ' ! А
и \ и
А I и ;

Ь ) .  Птсть J\ - :? х  & (х )  м дал любого а * е Н  определено истинно­

стное шачение Ь ^х) при • *-/ . Тогда

(З х  £>(*)* и при *ti» су*естьует а *  *• М  тако е,что

В  Гх]х|^мри * * 0 » , 4

* ) .  Пусть Л  - У *  8<:х; X для л об ого #0 € М  определено истинностное 

значение В ( х )  при J?'* ^  *• Тогда

( Ух В(х)* И при i r- 4  г, ..., f  и *Лл)фп» для любого Яо t- Af &(ж )- Н

apt х  **##, i f * # / ,  • *• / ■

ПРИМЕР -1 . Пусть N =  {о, it I,... j  - «ноиестмо натуральных чисоя, 

сигнатур* <5 = [ 5 * Р , О, -f ]  Симеоны <5, f интерпретируем как й; / , 

соответственно; сиивоян S 3 , Р J интерпретируем посредством след^гми 

соотношении:

S 5 < * , y , * ) *  и * + з - - г  ,

*)■ и —  « -а *  * -
Тогде <• /V*, S \  PJ ,0, 4 ? является иоделыо аркфметмям натуральных 

чисел, а сяелушяе формулы выражают соответствую®** штеиатические

суждений: 3

*). V x  Vtj 3  *  £ (* , Л  ) - существует суямь произвольных чл-

сея .

о), У х . - существует число нуль,

»i. 3 * ^ ( * И .  ° )  - существуют отрицательные числе,

Г). У х  3 t  Р Ч * ,Я »  Н ) ~ существует частное от делений ^  на X .

О приведенных Формулах «ажно судить истины» о * *  sjs* ложны в модели 

••• <3>: а) , •, - кстчйны, э=;л ) яоашы* /*



8 следующей теорем# мм показываем  ̂что введенные понятия истинности 

х лохиости формулы обладают «ответвенну мл свойствами интуитив*ых по- 
ппгшШ ястняяости 1 лскностн.

Т?Орум1  к  каждая замкнутая формула Я  сигнатуры <3 в любов 

моде ля ч М ,  является либо исТияяо** либо ложно*, я иэ *г,*ат

быть одновремяяяо ютяино! г ложно Я.

"оказательотво теооеиы непосредственно следует из о пред* пени* 4.

ЭДМг4AUTfy 1 . В опоадеяении t непосредственно указано в каком слу­

чае формулы вида Vo? 6 ,  j x  В яедяются истинными. Полезно также ча- 

яомнять служен, в которых эти формулы ложам* а именно, пусть < М ,^ >

модаяь для этит формул, я в формуле 3  зафиксированы вое свободные

переиеяяме, кроме X  . ^огда

(V a t  &  »  J*) ^- ^суиествует <Х € М  , для которого В *  Л  яря дг

( ;Ье  В  - Л )  «■— *  для любого CL 6  М  : В  * 'Л  при

3* теж*еотвенно истинные формулы» еквяваяеятяость*

сн**???л*g*в, р« Пусть J? - Формула сягяаттоы <о я *?,. , 3%. - 
яе свободные переченные* гор мула J) называйся ь ^ ^ м к Д ,  еся* 

?у*еотвует модель ^ HI j > # § которое Д  истинна пря некоторых 

<?*11С»ров**нмх значениях переменных X 11 , , Хн, М  . Формула

^  называется тод^ествеi h h o *** тавтология*. ясли она истзгы- 

-,щ. 9 любо® модели «£ М  f С> > пои л»So* фиксации ее свободных пароме***- 

жх  зявченяями из множества М  *

тс ловимся гисатг Н  и Л  , ©ели формула ястяЯяа в модели

ч Н , О  > вря любс« фиксация ае свободных пврек*н'*ух эяаяФяиям* *з. А/ ; 

л будем писать И  J? , если ^  тоядаота*нно истинная- формула*

£а* и а алгебр# .ысказмаавигг мы отекдеетвля** с*емм правильных 

расстчдениа с тождественно летяиными фоэмжлами. ?тм*тиы, пт* все ?а*- 

толс-ки алгабо» высказывая** будут тавтологиям* 4 с Гики предикатов. *.«го 

• • Г К О  следует из пункта 2 / определения 4 . Истинностные зяяча*к*

«▼1 . обовзованных о номоаьа логинеокях сиголов А  , v' — *  чуя*-

с «ивтся 50 тем не таблицам нстяяяостн, яте и * • алгебс* ямс^^-ляна*.

- 54 -



Тйхое замещение могно следить по отвовевв® * тесоемам, доказан- 

иим в алгебое высказываний. Повтому в двяьнеИвем *ш тюйовзтмвр*е*, 

что теоремы 1 , 2 , 4 » *  * 3 раздели 1 выполняются в дсгвне поезикатов.

Рвосмстрям новые тввтояогл* в яоввжда «х обг.азовенв* в всгви* пт>е- 

джкетов.

TfOpEWA 2. Птстк Л(эс)- фоомудя яогинв повдвк*тов в Лт^,) подучает­

ся 13 Л(эс) заменой воет свободных вхоудеяв* X. ъъ у • Тогда если 

вое новые вхождеяжя переменной у овободям в Л  ̂ то сведу»*** фор­

мулу тождественно вотянны:

( V x .JH *)- — - л  у>>> (J  ty з *  л<*>) О }

дояазвтвяьство. Пуоть вивояяявтоя уояоввв ТвОрвИИ я <М,в> 
ПРОЯЗВОЯЬМЯ «о д е т  ЯЯЯ фОР*ТЯ ( 1 ) .  *ЯЯ ПРОВВОЯЯ ТО»Д».'ТВ*!П|П* 

яотяяяоотя форжгж(1) ИИ фякояруви в явх все овободяив вер«»»вчив 

зяаявяяямя вэ И  , S яастяоетя , toяш фориуяв ссдвряят сво­

бодны* вгоядвяяя X  , то будет содержать евобсляив вмгдвяяя

^  я этик вхоядеияяи будет еовоставяаяо фянсяроваячов зявчеяяа 

'У

Раосшотряи формуяу . ЕОЯЯ Д * )  яв ООД.ртЯТ

ОВОбОДЯИХ вхождаяя* X  то V x J Ifrh -J K y .) я°'"*вт 

я в ойлт примере 9 жз главы 1 вта формуле тождественно встжяяа.йусгь 

J\(%\ со дернет свободные вхождения -ЗС в W “x J lO $  - И  

тогдв дяявовх Э ? .€ М  Л ( х ) * и  г с - ^ . в ф о о ^ я в ^

пареиаяяая явяяетоя свободно! я в сяя» врадидуиаго Л ( $ ) = Н

пря . ксяя w  V x  J lM  - А  , ТО сразу вивояяявтоя

( v x i M - *&$)■ = и  •

РассиотоиН фориуяу J \ ty ) - + 3 x J l№  оодар*ят

свободных ВХОУДеЯЖ! ,  ТО

*  п о т о м у  б у д е т  ж с т я н н о ! .  Л у с т ь  Л / * * *  с о д е р ж и т  с в о б о д н ы е  в х о * д е и ж я * С  

в з т в  в х о ж д е н и я  з а м е н е н ы  н е  ^  » * с л я  J ( y )  =  И  tTOfc У - $ о Щ  т е

$(*) б у д е т  ж с т я я я о й  п о ж  < £  -  ^ > ^ ,е * е т в 1 т е л ь я о ,  е с л г  JZ о о д э р -
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. .г  овоболяыв ™ *«*о»ц*я воет овоОодяит »-

5в«ВЯ,ЧХ в фор*т -  A  l f l - * b t J (x )  ЭТ* ' г0*Д,И"  8 ’ Г " " '  М *>

* j/($) одчояовмвичо пряитт ОД«Я«ОВО* ЗИЯЯвИЯ* • Поэтоит

J(ri г Л (у) *»евт одяявяовив яотяяяоотяыв зя*ч*яяя поя *

U - и0 соотвотствваяоj  "идее, вс«я «Я  ̂■*')- И поя J? = Цо ■ то

так я* Отпет яотяяяо* в < М,<5> ■ * " ° том*

-*« «  • то орозт в«по*-

•■я,тся : (Л Ы ~ >  > J )W )  --М А - доквзяяв.

.U V ^avw  2. Ч  твооомв о. „  toc»T»w ( i )  выло явдо*«»е опвпявльяов 

ясдовя. я* пвгмчяи* *  > у  • "ряввдвы пряи*о, помэнвввм!. ято

0,3  **того ?с*ояяя фооитяы ( 1 )  Я* «т-дгт тоядеотвоияо *ст*чяч*я.

"рямвр 5. Ртоть Р(х,у) оОозяяявят птяочвя** овввяотвв: Л=^- 

8 квчяотвч модял* воз1 и*« <-A/j Р(Х ,р> ., гдя / V '  [ i , l ,£,-■'}

туоть .4 i* )s Jg « В*'*)-- Тогм в»*т»«» **р-
чуяу ЯВЯЯПТ̂ Я ЯОЯЯИМЯ В ч А/ / Р(Х>у)'>'

( V xjf.tk )  . % ) ,  ( 4  t y  *  J *  3 Н -

^вйстиит# лъио, оодврявтвлыю Пвг> шея фор ИТ Л А означает:

[ у *  3 ^. ( г  * 7 )  — * З у  (у * y Jj
атсрвч $оритяа еэив*аат:

[ V >  3 *  v tу  ^ - у > 7 ;

„«ГКО ЦДвТЪ, ЧТО 'ПОСЫЧК* 9 ЭТИ **ПЛЖКа01ЧТ ЯГТШННЫ, А згаслгч*-

#«ч *o*Ktf* Под»:* О «те», что oa^voTfl***!» $oo*v*y wwoot вид (i) . а©

,* • ТДО»Л*ТЮО**Т Д0»Юл*.***«О1ГГ TCIO**» т*дР»«* 1 . а фОРМЧГГ j# A “j *

JJy Р(%̂ ) X. штодвт оаоооачо, но яося» замены Л »а

^  *0*0* ВХОЖДвП* !*#?>«W®fWOS ^  попело ъ осесть яеЯотвич *вачто~

0« я отвдо овязвяян* в фООВТЯЯ • 'V:̂ ЭЧ*1' , ,  " ,' , <=т,,0-

T^es^af ofTT«a*f« t саободн^; 8Тотдвчвв п#о#««я»*о» посяш 

пжп отеле ся^звРяьгу. ВИльям* !ю &<}'9*'*9 ошгтлаяш е ftonosb© оп#аяаяь*огс

80в-ЧТ«Ч.

O I T M W H E J . & £ Н  Я Ы ) too «тле « с п и  Я М 1И И 1 я & $ )  по- 

П»Ц»Т.Ч *3 » ч (* )  38»юяо* scat OSOOOl^tfT вявяччч*» л  "«  • т'пг-

д. »е* яод«я зхотдеяяя у  ояоО^дяч! я . го и в я » * « м  ^
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казываетоя свободной для 35 в Л(х) *
rp.Qpwi 3 . ггтсть & ( * ) ,  С фоямтлч логики rm в цикл то* i  С  яв со-

ДеОЯНТ СВОООДЯШХ 1 X0 НСвНИ* ЯервМеЯЧО* ^  • То где

8 / .  К о я »  f -  f c  — »* 8 ( ж ) )  ,  г е р (с —* V -х Bfe))j

б/. sc*» ^  (6(чс)—-*с. ) , то Ar'fc.J—*  е)

Доказательство, а/. *усть К  —* 3 (ъ)) * %>зы#*и яроязволь*

гзпв «одаль 4 м, <г> для $«пмуяы { £ —■* У^с В(̂ )ж зафнкоивтам аса

свободные п*са*вяны« в (£ —■* Vac В(Ж)) зиечаяяямн яз Л/ . то-

г да а формула 8£;е) останется свободно* только яеоемениая ;£ , а

формула (J, да Лудат иметь свободны! переменных, I потому £ - И 
*ли С * J # Роли С.* Л t то ася формула B(xj) а И
Пусть С *  И * ^  тслоаяв для детого £ М  формула /С  —* 

ястняча iron X*j& f яоэтому по теореме 4 из главы I формула 8 (xj 
дояняа тякне принимать зяачеяае яетяяа оря л*<1ых jt » аГ * Это оз­

начает, что Удгг В (х) ястняча в аоаеля < М\(5>, а вместе о яе* 

яс^яяча фоомтла ( С —~* V *  5 (*})k
б/. Аналогично, пуоть 1*{6(х) — * с) я <Nt6> модель то! че оигча- 

тури, что л (3 X В(х)с) • ^фиксируем вое овободим* переменные а 

{ ;? х  С) некоторыми зайчаяяями *з М  . $сля $лВС*}жЛ,
то сразу выполняется ( ;? *  8 (*) с) * Й . Пусть 3 эе В(*)*К 
тогда для некоторого зчачеяня £ М  Формула 6 (*J нстяяяа яря 

х. *Хо , так как {5 ( * ) —'* с) тавтология, то ( 8> (ъ) ~—*г* ) -з jy 

яр* х.~Ха» итсада ао теореме < яз главм 1 следует, что С~ И *

< М , (S>. Следователь*©, формула ( 3 *  Й О ) —а с) таги* иотяяна а 

< М,бЧ Горема доказана,

О П Р ^^^и и  е> Момтды Л  ш Ц  сигнатуры <У называются 

эквивалеятнымн /обозначение: Л  ^  3  / ,  асли в либо» мочаля < М , & >  

яря л© быт f якоиро ааччыт 1 иачаяячт из М  своих свободных яарамея- 

чит форьгтте ^  я б  пояяямаат одияаяоа^ истяяяостчиа зяачачля

Vyt Vu ?(■*, у) -v у * .  ? ( * ,£ ) '
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Чтобы доказать эквивалентность некоторых формул Л ш Ь 

обходимо показать , что в любой модели соответствующей' еигнатупы 

формулы Л  и В  принимают одинаковые истинностные значени 

при одинаков©* фикоании свободных переменных. Это можно осушествять 

несколькими способами.

1. Примой способ: фиксируем произвольную модель < М )6>той m  сиг- 

натуры, что формулы Л } В , и доказываем два утверждения: 

а/, если И ь < Ы , & > ,  то В * И в < М г6 ? ;

в/, веля В = И * < М , 6 > , го Л  = И в < М,<3>

В этом способе вместо утверждений а/ и б/ мо'гно рассматривать
л /,

соответственно эквивалентные им утверждения а/ и с/:

«jr. «o n  B = J  в i М, © >  , ТО л  - л в < м ,  6 >  ;

б'/, c c n  J =  Л ъ 4 М , 6 >  . ТО м л  » < М ,  6 > .

Способ от Противного: предполагаем, что в некоторой модели

< М ^б ^Ф о Р и т *11 Л * В принимают неодинаковые значения, и 

рассматриваем два случая: 

а*/. Пусть Л*  И и &

6*Л агсть J} = Л « В - И в < М , е > .

В каждом из этих случаев необходимо получить поотнворечне. По­

лученное противоречие показывает; что в любой модели < М ,<э>формулы 

J} ж В ше могтт принимать различные значения, т.е. Л ^  В •

3* Коли же необходимо опровергнуть эквивалентность некоторых 

формул, то строится згодежь, в которой одна формула истинна,а другая 

ложна.

В следующей теореме мы демонстрируем указанные способы доказа­

тельства эквивалентностей .

ТЕОРЕМА 4_» Если В и® содержит свободных вхождений ас » то 

верны следующие эквивалентности:

1/* ((Ух Л (X)) у  Зх *А(х) у

7t JU *)). ~  V x  Л (■*) j 

г̂ ‘ ( Ух $ (х) л &) ~ Ух(-Й(к)л В); 4

( 3  ж Л (те) л В) ~  3  ж С Л ч х )  л S ) ;
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w/. ( V-* J) (x) V В) -v VirC J) (*) v  8 )
( 3 x  JHx) \/ B) ~ 3 x  ( A (*W  6) '

4 /. ( V x  JI Ы  — »• B) ~  3  x  (-A b) 4

( 3x J\(x) —* b ) ~ V x  ( A  Cat) —̂  в) 

s / .  ( & — * V j J K * ) )  ~  У х  С Ъ - + М * ) )
(  В — '*  3 ж  J l x )) ~  Л  ж  (  &

Доказательство. 1 /. Птсть^ M7'S? произвольная модель тон we сипгату- 

рн, что и формулы Л(эе), & • оафиксиоуем нвкотооыми значениями из

М  вое своОодкые переменные а этих фо о мулах ̂  кроме X  , и рассмотрим 

два случая.

а/. Пусть \6еЛ (:е)=Й  в < М,<5> , тогда V x  J\ ( х )  *  J) в ^ М , 6 >  

Последнее означает, что оуаествтет Хо £ М таксаj что Л J} при 

X - Хо . Цля такого Хо 6 М при X  ~ Х в , Эт» влечет:

3  X А(х)? И | ± М,<э >.
б/. Пусть V *  jfl(i) 5 J) B < M , Q | > ,  тогда Vap^fac)* W » < M,<?> K 

следовательно, для лвб©го*в£ M  И I Последнее

означает, что 3 X Л (X) = J I.
4 /. Предпояоиим, от противного, что существует модель < М,<3> то» и» 

сигнатуры, что я фоомулы 8 , » кот^ро! аквивалеит^ость

(VxJU*)-» &>v ^х^ф-ьй) не веша,

а/. Пусть(V i J ( x ) — и шЗх(А(Ж)'~+В)* Л B ^ N , 6 >  аз поолед- 

него соотношения имеем: для любого £ М  :(Л(се*)—+ В) ~ J) или

* $ ( * • ) *  И * S ~ J\ . Таким образом, для какдого Хо 6  М • 

что означает: V x  Л (х )=  и »<- м ,  § >  • Тогда импликация 

(У * .й (х ^— * &) а J\ В < М  у($У, что противоречит первоначадьисму доп? 

иеннс.

в/. «тот» (Vx Л(х)~* в)* JI « ЗзеСАре)—  &)= И » <М,<$*««***.

Д*Я i.VxJ}(x) >&)яО‘Я1в ТОЛЬКО * ОЛТЧ**, ВОГЯЧ W * g=JJ

Это оэмчвет, что для левого X et М •' Л(х)г Итт* X * X» ж явзлв«сямо

от &  = Л  . тогда (Л ( т . )  _ *  В } = Л  для tcex х .  6- М  • 5  ДРТ- 

-о* етооояу, раввяотво± с(Л (х)— » 0 ) г И  влечет: оуя«гят«т Х , б М ,  яяг 

к о т о р о г о ^  j j ) ' Д ! = Х о  • 3x0 протявевечжт (грвдаяуаеат
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заклг*чени1).

докааатеяьство остальных эквивалентностей предоставляется чггмгт ъ  

» качестве упражнения.

В логике предикате! /как и в алгебр© высказывании , эквивалентное 

формулу можно ©вменять друг ка друга, отот *акт мы доказываем » еле- 

ду«мвм разделе, используя средства формального исчисления. А сейчас, 

учитывая этот факт, отмечаем, что эквивалентности теоремы * описыва- 

dt способы внесения и вынесения кванторов под знаки логиче­

ских операции * , Д ,  V ,  . Ьапример, под оныкм коигшкции и 

дизгшкиии кванторы вносятся бее изменения, а при внесении

под внак етриц&нил происхс нт изменение кванторов: квантор )/ меня­

ется ыа 3  , и квантор 3  меняется на V  .

Пример ?, Преобразовать формулу ( V ?  & { % , ? )  -**- 3 * .  P f r ) ) у 

где не содержит свободных вхождении : * ,

( у  2 e(jf,2) pjoc)) ^  ( У %  В  (у, ? )  — - Vac P fx j)  ~

-  Угс ( VZ В  (y ,Z )- ~  Р № >  ~  V & 3 2  (В Ц ,Я )- ~  P R ) )  .
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h*еде* **с<ггелаку* прадякатов.

Б данной раадало рваснвтряваатсч форнахьяый подход к яэгчеяяв 

предикатов. «и яоякогтъл отвлекаоиоя от оообра^вяй*?, связаячьг о 

0 сдвр*вяиеи фор'ит», я crpoiv ter>¥ахьну© сястаму, котога*. кззывватся 

вочясланяен прадякатп^ /  / .  ооноввы* свойства впадяяатов огяси-

ЪЬЕТСЯ с ПОЫОСЬГ ХЬУ6ЪГ***Ч1 форитя, Р поод^дяят пвпвгоафах доказы­

вается равносильность содегкатаяьясгс я формального подходов , я 

приводятся основные таорены теоряя поделай я ясчясяеяяя предикатов.

1. ккоъомы я правиле вывода.

Язык нсчйслеяяя предякатсв яолноеть» совпадает с «зыком яогякя

предикатов, спмсакнии в п р е д а д и м  р а е д м о ^д я н с **® »***  особенность 

языка исчисления предикатов состоят в Том, что япг заранее фик­

сируем некоторое мяонество предикатны* сямвовов I  нопстант

*1 пк И*. / л

и , Р* 9 . . .  ,

Ш В Я«ХЬВе*Я«М ВС0€»ХЬЭу«11 ТОХМГО 9ГШ вреднгвтиые символы* £отгнм* 

©жовамх , ш? о трое» ночнежение гградинетов задание* ©нгватутш <э 

Щ>авняа ностроаиия форму», Д«нну« » определении 2 /  с.49 / ,  осте­

ита! вренниын. Кроше тоге, мы во-прежнему всвохьзтем яочягн» свобод 

wet к связанно* веоемеиных, с понятие ворвмехвоИ у  , овобеяно* 

для X  в формухе J  ( * )  /  ом. определение * я* с. 5* / ,

«о«ведение вгреднмтов «одержит оеожожечиое чжсхе а новом, кендая

гз то тор их обяехуето* но одно* is  огон i*l - If# 2 хснводонжя выска-

уываякв а такие во едедувщйм ягву» схемам:

jui. V x  JH*} —  

г. J Ц )  — 3 х Л (*Ь ,

где форугхл <Д{«р полтчеетоя аз J\(3^Bane»o* ввех свободных вхонде- 

wxt.^at, *s vj f * ^  является авоОодяо» ддя JC в £ ( * ) .

Конечно применять эти с гены я ад о дхя нового понятия формулы ТО,
1 1

ne«wg !. * / .  V x  Р (X) ----* Р — «новом Т*tv
в/* Р \ ~— * 3  Эе Р (Эе) - аксиома 7 Л ,

в / .  нвлнетеи акся^мо*, хбо на oso-
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бодне для *  в форМУче-З^^Г, tj),

Rv(^ , зд#0 к роль ^  выполняет 2  * тл :

д/ , fi (*, у)-* J х  Q4( * ,  у J- * *с*ома, здеоь роль ^  в выполняет

сам Д! .

Хранила*» вч-вода в WH являются модус по на не /  ом. с . и* /  4 два

яоэых правила: V *  -правило и J  -поавило.

V - правило - это ггоавило перехода от Формулы  вид* 

( С — ♦ А х > )  к формула С — > \ / х Л ( 0 с )  , где {«оомула С  я* со* 

д а с щ т  свободных вхо*даии£ .£ . Символически -это правило записывает- 

ся следующим образом :

с —> Аф  _■■_  . у. )
с —  у *  j k ^  ' Уир'

это ŜafiJfcSfi перехода от фсомтлы вида А ( х )  — > С 

к формуле 3  a? j\ ( t ) *  *  £ ‘ рд^ формула £  че содертгт саободнмт

вхоядеяя* х  • Скмвояжческ»:

А ф  + t

Э х  Л (ж) — * с s  ̂'

Формула А  называется доуазуемоа или выводимо 1, в ТП, есяи су- 

явствует гонение* посладовате чьяость Формул В  f, B xf . • } 8 к /  называ­

емая выводом /, в иоторой В*. * и каждая аоть либо аксигмв, 

либо получается из предыдущих формул это* посладоватвяьяости по од­

ном? из правил вывода ЯП. ^бозиачввие: J )  .

I?ISKJLS* ^ Зыаод ЭТ09 формулы состоят

из двух формул:

..,' V* Р^Ч — P'(j) - / СТА,
г. V *  f W - V j  Р ( } ) -

«А н- 3 X PC*) —*■ Р(̂ )
t. P ( xi  * 3  ^ Pi^) —  /  а  г. 2 /

г. Э х Р(х)—* 3 ^  Р^) — / 3  -по. * !/
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в/. Следующая последовательность формул не янляятся выводом в *П:

1 . V *  Зит Р3(зе, v J , *  Зи> Р J( $ . s p  /  -л v. ■ /

' ? :V k 3 W  р^х .иУ^)- - ^ v ^ 3 u r  p5(u . , j  у )

Вторая ф о р м у л е  получена и з  первой с  помошы? У - п о я р к т *  ., П р и м е ­

ненному К переменной tj * «о ^  еВОООДНв В jC D K Y M  (-  V *  Зи) 

и  П О Т О М У  V  - П Р в Р И Л О  нельзя применять к ^  . .

телеоь введем понятие выводимости из гипотез в исчислении 'гь*11й* 

катов, исяовяой смысл этого понятия заключается в том, чтоСь; -t-сгмглы 

выводимые из истинных гипотез, тан*е били истинным*. ] и ^отв з^и  яв­

ляются произвольные формулы ЧТТ, которые могут содержать свободные 

переменные. Истинность гипотез s логике пгедикатов определяется пу- 

тем задания определенной модели гч ^ и фиксации в гипотезах

воех свободных переменных некоторыми значениями из М . И,коль ско­

ро ? ттри такой фиксепии гипотезы J $ i7 . . , f истинны в

то формуле В  , выводимая из у . . в/ Д уп  » Доя^не быть истинно* 

в < М , $ >  при ТОЙ *е фиксации в М  свободных переменных. Отсюда 

следует, что свободные пепемеиные в- гипотезах долтиы оаосматииваться 

как символы itOHCTfiHflK Потому применять V  -правило и 3 -правило к 

этим переменным нельзя.

j^»J3£IE2ZEL»2. Пусть v4i? ..-? формулы ЯП, свобопные перемен­

ные которых с*ть Х<, * фрмтла & называется ми^дмо*

«3 гипотез & ,  ■ , , если существует конечная последователь -

кость фоp *y z B i? В  к. в которой 8 it* В  • каждая

является либо аксиомой, либо одной из гипотез JJf? •/&•*.» либо 

получается по правиле* вывода из предыдущих формул, причем V  -пра­

вило и j  -правило не применяются к пеоеменным oCf, > •

Пример 3/  а/. V y  ( Я~~~* Р (]f)) ( R ^

к  (R.~+'P(y\) /гипотеза''

г. ( (Я Г (р )— * (R~* Р < $  /  с* 7 И /

S. -(R — / У П * % 2 /

4 . (ft V V  Р ^  * * '



a/. V x  Л  (of, Ь

v . V x  Vvj А О * , * )  . / ш и т . , * /

* .  ( У х У ч Л а д —  / С к Г Л /

У. V 4 i K M >  / « ■ ■ . * /

4 . ( y j  At * , 3) —* Л(*»3$ /  с* т. /
i тс м' / « П к  J. */

/ р —> p w ) h ( R - * V x p e * > i  зд^скv  -!тр*-
* / «  Л90*0 , ЧТ« t К ~  ' ' |л

, „ 0  » » и м « т о а  * W M H . O J  Ж  . «ото--.* е .о Л » д м  » ' > Р И ) .

З ви еТ Ш , «то легко ПОИДТИЛТЪ ИЙДеДк, * Ю Т П ««Ч  ф оом тл *^  К  --* f ( x ) }  

«етдчяе пс* еекотооо* эдечеем  Э£ , « ф поитча^Д  * У > Г  / *о*яе .

Ряст ср**»*еагь к с ч г о и **»  пее,1 «*«тов е «счисдечдлч а к а е м »****# , 

то дегге уе*д«ть t что поодедее* ПОЯвОСТЬ® вкладывается » *Г .*СЛ в««* 

ярвдикдто».ДеЯотвктедвво: *к о*о*« '*9 является «усвоча.е ЯП, долуо по- 

поев .’ О» вывода I  М «  ЧП. Э д « т и  W  овомуетоя  а го»- 

о т е К »  авогезиваяяИ, «о в р о о т *«м *  еиаеаэмвееяч «о*»о  о«со*ето»е*т*. 

кед сгреаяйв^ечя с**водч ее емеоеее пегеивяяыд, т . * .  ятяьи* -

ДЯ*§¥* * "0 3 TOUT *0*110 ЗЧ*Т*ТЬ, ЧТО !ШООТв**Л* 1ЫС*ЧД*аА?*ЧЧ

KS ипвчечн .  u t o a c y »  «агеетут-т ( Ф  . После т.кого ев гя - »«»«  WP- 

мглу SB бгдг? муяшыж *!\ в шгл жо****т**ъът** * выводу, а '■* Лчдут

**3*ТЬС* ДО«тТ»4ЬСТВйИ« * 94**Ь*мш 9 !ГП. По^тоут бо*ь««* чч*'~- ъ*~ 

ш ъ т ы о ш , уотвчо»*«**«? 9 *4, МТОИГГИЧв*** П*1>*ЧОС11Т-« ** 1 мече­

н о  тъьшьтоъ* «всто***з, *wf буд** яочдаолиг*™, что * ?П *чг<э*чч»тсч 

теор^лч I ,?, $ «Э р««д«л» *  пуидт Й,-

Одиако s I C W C 4 « W  т д * * « т о §  irpowe WT! *у«®*сч iokvw « о ш д *  aw- 

иоде во сф'аяязяя» о йо* Я^тоаву яоотоо** тяоря*» тоябу*- яояэгэ до** 

аятвяъотде. в частягоотя , »те отчо^ятоя * пт»**я*у дядукця*. а доя***» 

готового фягч^ярояале ггеячтч* я«»одя*ост». ?з mr * .  что -пя~ 

1»S0 д#ду*тхяя •  # с я  J} Н &  » -О h ( ^ ^ S ^ w ч*ъ*ъ * ясчяслоягяя яи-

СкаЗУЗ«Ч*$ /ТЯООЯ** 4* С , j  ) / f ЧЯЯкЗЯ * !«  э н г ш ш ,  что это . гтилаязо 

99999 в 434FCf#Jf*4 tTOO ЯЯЯвТО»; «вЧ^О ЯТМк 3«*1©Ч1ТЬ, ЧТО " 9 С *Ш j j  t  О

» 7СЧЧСЯевЯК ШСЕ*«ЙЛ1вв*4# то к л  ~ ^ в )  1 feiiomiti not(iwkVto?* .
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сдадувщяв теооемв пиарило дедукция будет доказало для ясчяслэяяя 

щ:«.‘дикетов. Пря этом ява потребуется всаомогатвяьяыв воааяла вывоза: 

( Л - > ‘ ( В - *  С)) h  ( В —*  ( Л  —* - о )  /звовотаяевка восивоя/

( (  6  —» С )) h ((Ал В )—1► <■) /ооедяяеяяе вооылок/

((Л л 5 )—* С )  h  (J>—*■ ( В — * /разъвдяяеяяв яосилов/

этя отавяяа быяя дояазаяи в ЯЭ,я в сяяг прецыдуяегс эамеяаяяя ояя
к/ . '

аэтома?*ч#ск* выполняется » ЯП*

! H 2 S U *  *с«  Л ь - , К  н $  , >~(А~

Дояазательотво. пусть At,..., Лш.,,Л^ьЗп Вл ~ В1|В0Д

формулы S яэ -if,..., Лм-t, А*, “аосмотвям вослеаояателвяооть формуя:

(Jn- *8,), (Л^-*Вг ), ... , и*г- *Вк) (1)

Тая яая &ц * В ,т» пооледяяя формула ж (1) еоть яояомая. Поэтову 

дяя доказательства теооеыы достаточно дополяять ( 1) яеокэльяямя 

фоомуяамя твя, ятобы поятяяяся вывоз {Я* ~+3)хз Л,, , Jm.,

Допояяяяяе ( t) до вывода будем ПРОИЗВОДЯ ТЬ 1КДУЯПЯЯ4 во с *  ? /С 

j  ~ j ^Возмояяк ояуяая: 3f - аяояоиа. #г-едяа «э гипо­

тез At,..., Лм-r, Л»t . Зо всех ЭТЯ* оду явят воотуяавм так я* как оря 

доказательстве теорема 4 * главе ?. Чгтателв предлагается рассмотреть 

это еаиестоятеяьно; обсатям тольяо вяямеяяе яа то, ято яа этом иаг* 

У-ар. Я 3-т. яа повменяется я вотомт все ов«бодя«#е пееемеянно яэ

■ Л " : 1  оставтоя овободямия в форму л» ( ___

L ± J t  : С З ы  ~ * B i  )  !1ведяп*ояям, ято *е 9 т п ж * (^ ь ,-* в , \. . . ,  ( ^ ~ ~ * В / . + )

яз Г Я  дополнены до вывода яэ Jr. Л * . ,  , T(ut, , то

яе применялись я перемен**», овободным » ^  А  р.осмотс» фоо-

муяу LA*-*Bjl

а/. *слв Bj - уиогоме, к ля гипотеза. те вывод (Л*. ^ввяуоается

**к *w ка» **вод (,/?*•* —* gf/J „
б /. ПУСТЬ 3 ,  пслуяеяе я э \ .  ^  , 0 «тт, Гд. ft, у  j  . тогда В.

*“ ” т и *  1 %  й ; )• г*

уие выводам» яз Лт-г , я м» ямеем:

i.i(JL-*8t)'— e jL  -+($к- *ф )  - *  О » - *  ^  / « и » /

2 • ^ ^ (3  4 — '  Зу )) —  ( А *  — • ^  m  iAj t

3 . ( А * .  — *> 8 j )  /  ¥П 8 » (J m — * ( B i , —* g j ) ) /



Bi r / U / Ь  y-™- Toras ' *

b't V *  .. *  яе овоб° днв

,  С . no оповделе*.» г ИР* *«80Дв ъ J), . , J U  . Поэтому п*Р*-

Я« пр*ивн*я*оь * Вврв»«я» " “ ’ о с  Hi) оме того, (JL

* вй, «  *  .  овооод-в •  . ’ « •  по—  ОО.Д—  по-

у „  вывод*"» «3  •**,-< • у'-пр,, «60 X  не о » » * » » "»

2 ” "] л . . , » » ™ .

1 ( Л - А С Ь ^ Л С ) ' * У Х  • ■* - J U  / .  последи»* « Г  по-
.««•««НМ свободна в * * V  /

(Л~ —r ( c V , j. .»», V
t/. ».■ . . . • « ■ • » » * •  f t T ' J d ” . . .  ” ■

Ч '< *  „  *  . »  № -

„ 0  J U ,  £ ”  ,  „  J ,  .... Л~-< ■

, ' c . / 3 - » .  « > /

г .  ( З х М ' * *  , / ПвВвСТ.ЯОВМ  ПООвЯОК/

s . ( J U t * 1 3 * * # - - + Ы

теорем» доггвэввв-

и в » * '

• * " 8 ” Г”  ’  I » . . . .  ,т ° го ‘  >д0« 3 .тв*ьст.о совпадет е

JW W P  д . » / . I- / а м /

Л. h V x  6 * /?в0ре*а Ь 4,8 Р*3*®®8 ^

z. V x  & r  ^  t ш  /



6?
О/. З .Х  6 ^  V »  ft 

1, h  V  эе Й> В 

4 а V  X Л> ♦"* В>

J, I  Ь v *  ь 

4» h & — * V x  8

ь* ь з * 0 — * v ^ a  

3  х  £> и  Vx. В

/  Cl ГА /
/теорема о ма раадвла 2 / 

/  ПК /

/ П Д /

/  3  -ар. /

/теорема 3 us раздел* £/

3, ПОолзводяне плавала вывода, "онваяеялея ао’ншяъяач Ферм*.
•I

Коль скоро правело дедукций доказало » ЯП, *о мм баз всяко я ого 

ворки мою* использовать воа правила введен** и удаления, доказанные 

в WB /теоремы е ,S,c.J6-J?/. Добавим к этим правилам sue два арааяла 

введения в удаления кванторов.

^УГРТМА г. 1/. Введение V  : еоля С  ^  Л  ( х )  л (I не име­

ет свободных вхоидаяи* ЭС , то С Н  V x  J t ( x )

2/* Введение___^  : М(у) h j j j j fc  Л ( х )  при условия, что ^  овободяа

для X  в 4 ( х )  »

3^* Уде ленке у  : V x J ( x )  h  Я ( $ )  ТО* Условгг«, что и овободяа

Д** *  » J } (X )  .

4/. Удаление__3_ : еолл Л ( * ) Н С  i С не ямеет овободных вхожде­

ния X  .__то 3  ж  Л (х ) к  С .

Доказательство* ГГревияе ?/ я «/ получается из V-m>. я Я

о помолы» теоремы з яэ главы 2 ; правиле 2/ к з/ подучается аналогич­

но из аксиом ГА  я 7.2.

Следующая теорема дает правило, аозаояяеяее в некоторых случаях 

ттерео̂ означать свободные переменные в формуле* *аномлнм что по-

лучеетоя яз Ji(jt) заменой всех свободных вто1гдлни̂  на у

^р?УА  3. Гус t v  ^  овободяа дчя X  в и о? не входит

свободно s фоочтяы . тогда e-я J } ^  у  то

Д , - - й ц .

^казетелъ£тръ. i. .. . Л *  t~ Л ( ъ )  /^ловие ?0ОГ*в1УГЧ/

t J)**. Ь  A (x j  /  г'з ^  /
к *  ^  ^  /

и.
-V  /-
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В предыдущем разделе было введено содержательное понятна

эквивалентности формул: Л ^  8  • В ЯП это понятие деется в ••

мянах выводимости: J} и В называется э кв я в аде ятк цми ̂  в ни, а о л» 

выполняются соотношения Я  h  В н b h j )  одновременно. ибоэнечетн е

J * m  В '
В терминах вновь введенного понятно мы продолжим описание свор­

от» предикатов в кванторов. Покажем теорему о замене эквивалент _  

формул, с иотооо* упоминалось на с. *0.

w .o v w k  4* Пусть C jj некоторая формула, в котооо! выделено m г.* 

деняе подформулы Л  , н C g  получается из замейоЗ этого »x*v

дения на фор мглу В • '’'с. да если 535 £ • то л ^  •

^©каэатвльотяо /  нндуккней по длине формтги /*

t / C j -  Р К ( х <г > Я * )  В вто* expyw рель J  играет в*м»«ш щгедег;

та р К/* г ,-  Се ~  В  • Т*г»* *****

®енн€ Р*а» В f 79 0W9 m тт&тоя eoev&m&mm Cj »  C& s ЗГТ~*
варзкдеии* теорввад й ф т т ^кю е кх  вттяя**®*

2/* Пусть теорвягв wnr®ssm**t>* для в«*х форкул , яштщю

длягну мюняа, ♦ т.#* ««а*

©с лиг Л ш  В , w  %  *  ~ А *

5 /* куств Л ^  В и Cj7 **»«* *» следующих видов:

л Е л ), г й л v а д (ъ л ~ * е * ), у * » > , , з *

Тогда до sea за те дшгп1« вжвжввлмвтреет* Q  - C# в с т и в а п м  »а

следующих утм»рвд»тн№

а/ если J  *  0 # тъ *Й В i

б/ ас ля J? ® £ 9 п. (Лл С) л (ВАС), (Сп Я) *  ГС/, В);
в/ если >®*-Э , w  W v C j a  f ** Г С И £>/

г/ «юли J» »  а * ™  (С~+В\ ( J ~ + 0 *  (В - +С )/

д / если В , те У,эс ж  у >  В /

а/ если J  ш & f <гф З ъ  Л  3az 3  /

ж /  если Д  т&* В  ц В =  С  > ^  s  с

£»жазатаяьст*а гтвер*де**1? V  - г/ вреде*»»*»* собой гаезгшг- 

ные ЯП*****™* в КВ» доке»«т&явв"гя« Д/*®/ « а vv«**» :i? t«s*n*ar
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кч*** во** ателье* во т*оъ*т т  эет н-ымем чятеталт* в качестве само- 

.^т^ельяог* ?пъш*пеккп. л для пи ir пере разбелен гслъхе едя я случай.

Пуст̂  А * £ я ito/tAB/fr Тогда яз яредяс *очгечяя &

*?в*р*де*м б/ следует: (Я* Л £«Д £> Js <

•/то ад а в сялу «/ т е к :  {<С>? yj£.*)*s ( ^ 5  ̂ £*,) , т. а, Сд В Cg
В дополяаяяе я эквивалентно?*?*» теоремы 4 яз главы J m яояводиы 

W  вгеколько ввгяых эквивалентностей, возволявяях преобразовывать 

фори̂ яы с ивантбраыи,

TKGPfWk б. ДД Пусть вере«*яяая £/ не встренавтея в формула 

Тогда V *  Л (х )£ Vy A(jfj, Жх J/x)s 3%J(y)
tf* Для лгбьпс фор игл Л/х), &(эс) :

(УхА<х)л V* &(х)) ъ Ух СЯ(г) л В(х})
(3 х. Alx)\S:Зх: ВСх)) в Зх (Afx)s/ B(xj)

V x  Jkx) ** З х  Л^х)

- 3  х  J)fx) £  Vx Aix)
Доказательство* I/. Еол* U в* ватрачаетоя s «tffjgi, то *?ы зюяга* 

аряыеяять оравялс введения я удаления кванторов V ,  5  * дояаэатеяьо- 

тво первых эквивалентаосте# будет водность» совпадет!» о в а осуждена як* 

ярякеров 2 а /,б / sa о* 62*

2/* а/ Vx Лбе)л Vx Б (х) h V x  (Л(х) л & Г*))
1. V x  А(х)л Vx - Ых) Ь Vx J) (х) / пт л /
г, V x  Л (X) h «А (Х> / пт V /
3* V x  JUx)A Vx Вех) Ь Л (х ) / ПС /

ч 4-е. Аналогично яслучаем: Vac Л (х)А V x  В(х) 1- в ы

\ 7- V x  Л(х)л У х  вех) ь Лсх)д 6 (х; / пв л /

А у х  Д (х) л У х  ЬСг) h V x  ( Лгх) л В {x>j / ив V /
б / Л Кх (Асх) A Sex)) К У х  Л (х) л V x  Ш )

1. Vx(^{X)A&(X)}h / ПУ V /

£* Л<х> л ь Atx) / щг л /
3. Vx  (А 00 л&(х)) h Л (х) / ОС /

4* У х  (Л <х)л  B w )  Ь V x  Дсх> / гш V /



V 7 .  диадегячяе по*тчяам V »  (Я (х )А  B'.xi) h  V x  3<xJ

6 . V x ( Л(х>лВ(Г>) ** V x J k * 1*  v x  &(xJ /  m  л I

в / .  Ax) v  3  *  e>(z) h  3 * .  ( A ( * >  v 0f*> ;

1. J f*) h-Jl*) v Ь (*) /  Ш5 /

г. Mx\ v Bi*> I- l x  (&<■*'v &(Х)) /  пв

3 . j j ( * )  t- d *  M ‘*> v B(* >; /  ar
4 . H x  A(x) d x (J (cf v' &ix>) /  т

5-7. дщаяогячяо яоятчави з '  ^(x)hJx(A(x)yB 

е .  J x  v  j *  ь  - 3 x ( A ( x ) v  /  ;-T

Г/. J *  &<*>) f- 3xJ!(x> V 3xBc*>

1. J)(3f) t- J x  .#(*) t ПВ ,

2. h Jx  Jka!) v 4 x 3  (x) /  ПВ /  /

3. Jtx) i- 3ic J)ix)v 3x. !b(*) /  tic /

4-** А«влог»чив no uriefc-w 3(1*; h £(*> Jf (*■/ v  h e  & г.) 

*. V  Б (ж) ^  3 x  d t e  'У Л  r  3  fxj /  П'Т у  I

в. 3 *  (Я(х)у/ Всю! ^ ёхЯС*;  ' .; /  ИТ -7 /
я/* 9Т57<> ^ v >  Jh*;

ь  Л ( Х )  *  3 *  /  в в  d  /

2. ;3(*> Jkx) h Л ? *) * /  ПК /

~ 70

3« *3 4*»Г *ЯСзс> h У х  Аск> / т  * /

®/> Y x i u )  h* *

U  V x  ^ айоГ) /  ПТ V /

г. Лсх^ h V jb jf^a ;  пк /

з , ь V x  b i  / . в т  i 7

*• V x  JTo5 h 3 X /  ГГК /

m9?p«Wi доказав#*

3 , topwyjfa J? влэчааато* п т ч г « я п п  

j§, вежи о** гтпт а*д:

£ - (1,5* f . * * . .  <?**«. C ( * ' t , * < ) ,

где 4#, ■ f @к  - кввктооы ? шзп ~J , 4 £ОР*уда

p* оодерж»т г«а»торов i **#«? сродз ояоях свобг^амх 

fitf-pevewpux Т*л  ̂ X ъ . ffcitir fcrvT лл ^  эуъъълзрктчч Л  

ТО говорят* что ^  есть 2?яявдвячал «оги'иьяггя форма для ^  ♦

■л



~ п ~

• г ~: З х к V x  у (Р  ( x * ) v d  ( x ti Ху) I  А х  Vy V> {Л(Х)~- *

£-\̂  % I V. С (*)).) к ри^яен**?* kof кальки* fcpt** .

^Х[А('К )- ~ + 3 £ '6 (у)'\ - *•€ *»;■:£ ьрибсу 2ннС» НСрНдАькеи Фс

TFPPTMA р» Всякая формтяа Б &  ИП имеет пгиведекчтв яормлаьную 

форму, . '

Дс#гзательстве /  индукцией по длине формулы £ / .  I / .  Если

0  - Р К ( Xf, ■ ,Х *) - предикат, то #  **е находится' в пг*ивецг ичоз

8ормальиой форме/

2/» Предисловии, что формулы Ъ ш Е- имеют приведения*? нор­

мальные формы:

© « G i z ,  . <iLx.*b С, (*<,...,

£ { £ ? | [
В силу вквиьалентностей 1/ теоремы Ь мч мо»ем sepapfvJsogATb снизан 

вые пеоемениые в фоомулах JD к £  так, что аг//.,., Д*^и.е буд/t  встре­

чаться $ 9 *в Сг^ т встречаться в Ci (x ,t . v ̂

Пуоть некоторая фоом*ла $  имеет одяж из следующих видов:

в  , (Х>Л £ ) ,  ( t o v E ) ,  ( Ю - + Е ) ,  ± х  Х>. 3 *  » .

3 последних двтт случаях $  будет эявивалентяа сдвой из следую­

щих приведенных нормальных фоом: V x  Q t Xt,. £* ( .2~*J

3  х  & !  х , . . .  х ^  Cf Сх * ,..., х ~ Х

В оставшихся случаях формула В $удет эквивалентна одно* из сле­

дующих Формул:

4?-% tjt**, ,*«•) л (ki$i ♦" (*л$к £*. ijfi* »Ж*)\

&£*%£*• (ftm'J-i* С± 1%, - э V  — #4</*&(&*, '/*?*}>

$t'i%4*" &** А* /2*,..,, <з*л».У — А̂. (&* *?*)•

Учитывая замечание о переименовании переменных и мепсльз^я основные

шквивеле^тности Ш), мы соответствующим обпазом выяезем квачтооы из-по; ^

анака* «огвгческях операции А , V/, ™ *  . й результате пслучзг*

*;ow ведеянтю нормаштгз улГ‘«У R&i В .

В9*«*2.„?- ( \ / х Р ( х , % ) — + З х К № )  =  З ъ ( Р ( ъ $ - ^ З х Ш ) -

s  5 Е  ( P ( ? , y ) _ * 3 * R W j  ®  З г  З х t 'p l t y j r *  М -



3* и«?г?от**ес#ч*»!>№ * пояът #*©*«е?*а фор»?л.

ОУРУДЕЗЙГУЙЕ 4 « п̂ ст1* *S прожзвольяоа «*с**ет?о щ^дло*^*?** сигяа- 

TTtJW O '  * ^ГДА

в /. 5  *®эивмто* вылojwjwgi, ®ся* chictbt^t  така* модели< M,c;

JJ КОТОГОЙ ЛСТГИвЫ »Св Щ)вД*0»в«ПГЧ *3 |S , * П00Т*8*?0* 0Л7Ч«9 £

называете*? у*ч»у подци^НМ* 

б /. S лазылаатс* gcotn.acooswgw^ вол* стшастяувт таков itd* m j -

ИЛ» Л сигивттоы G  , что S  н Л  , 8 ПООПСКЧИМ 05ТЧАв ^

лазивв«тс«г warp о т_я »о g ая л в ы* .

!Тусть множество г.оадло***** S выполнимо, 'Это зчачлт, ч го 

«« *с*вм прядать. S такоа содво^вл**, оол котооок асе гго в дяа ♦***»*? 

*э S  Зудтт лотлили*** В такси слулаа а оазго.*оочои *з«кс чвог го* 

« .„Р Я Т , что 5  . М И Т  =*««« . Я яао*>рот,

•  о н  ««отор в . расстяяачяа 5  ЯЯ.*ТС* W R P M SO O M O O W *. го г о ф ­

рят, ЧТО очо е.ос-иадаччо. По»т«Г поячтя» *«oo«w»wro « • « « о ? » »  

врадяотячя* Я.ЛЯ.ТСЧ «атя*втяч*<жя* и м » | » * «  nf>a'

*s?**«?oro 1**еет«амлг**

8 это» отчовая** вочятяа «•яр«т*»о»#чя*вго ШЮВДСТЯ* ЯВвДЯР- 

*9Ч«Я **Я**Тв* **Т«М»*»*Ч»е**1» « W * W W 1 * * “ * 0 0 « » « * в  ЧВЯ*ЯЯ*«ОГЭ 

рввст«5 .* я * . » » 1 И М « л » ,  «ояя * т о м *** *  ячяотвряго еаосг*Д<.я«*

.£  ПОЯТЧ.ЯО. ЧРОТ«»ОР*Ч.. ( Л  A Л )  ТО -го О.СОГМЧКЯ. счята.тся 

я.арчгяяя*». J .ОЯЯ »  В«ССТ***Ч»« М.РОТЯЧОР.ЧЯЯО, то . 0т .с *в ш .а

очгт*ть ere еваяяяья*», т .» . что-то ок*-¥«*>' »*. ,

ч,ет.ч*р, «чогочяоявячч.. гспипгя г ш в п  яосттяат Г ю л а . о па- 

р ,Я Я **М «  РРЧ-КТ .3  оотаяъчят ахсяо« Г М Я .Г И  •,**«..*« * соэд*ч«* 

« « . м ц ' м *  гао-атряя. ' . Г . Ъ М М М Ш  в р а ч е й .* * » .* »  i n . i  точ*у 

як яечаатч. я* ггач*о*, ноя*- дооааотя **о*вя*яо почтя  « » * * ,  варм- 

*%лъии даччо! прячо#. яптемоь я» ЧТО РМДСС’ОТЯЧЯ., Ло«ачаи*кя* 

гтгамяясч ясчтчять яротявор»чяа. *о яе сиотгч я« огр о *««  Т^яжяя , 

р vv ч* Tjeicci р л т ч я т  !гоотячпо»чя*. '"огда Яо^ачамя** с^ея^л з«ч- 

ягчачяа, что агеяе кч -воичтряя а «эш чмяии  госттчаго* о па»* я лея»-
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ных прямых образует непротиворечивое множество с>едении, а соответ - 

ствусцую им геометрию назвал "воображаемой". Позднее были построены 

модели "воображаемое” геометрии, и тем самым, рассуждения* Лобачевского 

приобрели определенное содержание, построение модели доказывало так­

же непротиворечивость аксиом геометрии Лобачевского. .Последнее об­

стоятельство обосновывается следуем» утверждением.

1 §2£§й4-2± -сли множество предложений S  выполнимо, то он* 

непротиворечиво.

Аокаоатрльство^ Пусть имеет модель 3 которой истин­

ны асе предложения из Ь  . Предположим от противного, что S  противо­

речиво, т.в. существует предложение Я  данной сигнатуры такое, что 

fy h ( Я л А ) ,

Ло теоремэ 5 из раздела 1 /с .2£ / и по теореме 2 «з раздела 3 /с .55/ 

вое аксиомы МЛ является тождественно истинными и потому истина* в мо­

дели < М  . лилее, из доказател ьства теоремы ^ раздела 1 / с . 22/  и 

из доказательства теоремы с ряядель 3 /с;Г&6/  видно, что правила выво­

да Mil, V-np. и J- n p ., примененные к Формулам, теждествение истинным 

в некоторое модели, даст -Ьормулы, сноша тождественно истинные ш рас­

сматриваемое модели. Предложения из S  истинны в модели < Л19в > % 

следовательно, предложения, выводимые из £  , также будут истинными 

а < М Э(Х> .. В частн ости: (Я  л Л ) ш Ц  в < М , 5 > .  и© пт о противоречит 

теореме 1 из раздела 3 / с ,53/. Теорема доказана.

I iKим образом, мы доказали, что содержатся ьное понятие правиль­

ности рассуждения полностьг согласуется с Нормальным. Представляет ин­

терес обратная проблема: верно ли, что всякое Нормально правильное рас­

суждение является содержательно правильным? другими словами, веряе ли, 

что каждое непротиворечивое иножество предложении выполнимо? Ьала даль- 

неллая цель - доказать, что эта ароблема решается положительно. *ля 

зтого введем необх одимые понятия и докажем вспомогательные *акты.

ШР£ДEJ]£^E._5. множество М  называется счетным, если суцествует 

взаимнооднозначное соответствиемежду М  и множеством натуральных 

^исел.

- 7 3 ' -



Примером счетного множестве может служить любое бесконечное 

множество пелых чисел.

Щ Щ к 1. Если сигнатура ( 5  счетнв, то множество всех фоомул 

сигнатуры (5  текже счетно.

Доказате1ьатво. Каяцая формуле «счисления поеяикатов сигнетуоы 

<3" **>ть конечный набор символов языка /см. с. 4 9 /. Сопоставим

символам сигнатуры натуральные числа о помощью сдеяую,!1вй функции:

д  О *  г ,  $  сл ) * з  $ ( - + ) '  7, у ,  у ) *  н .  $ ( з у  is,

Q ( ( ) *  К, J(o-m) * I S

$ (х с ) : 3ftf- c , $  ( / % * } *  3 7  + f- ( * К
Теп произвольной формула, составленной из некоторых символов 

гLi Uj U s  рассматриваемой сигнатуры, сопоставим число

где P j есть J  -оа простое число f j  , S  / .  зто число

возовам номером данной формулы. По* такой нумерации , очевидно, чт» 

разные формула получат разные номера, поэтому фовмул не более, чем 

ечетное множество. С другой стороны иночество всех Фгомтл очетяой 

сигнатуоы бесконечно* и потому очетно.

тпштп т . Формуле V x ,  3 Хх PlCxj, * , * ) * * * * т оладуш»и* номео:

41 39 /5 У? 9<М &  5“.Г JLS Ч? ЛУ Jf /3

д/- г  ■ з  S  - 7 я  • а  ■ п  - я  • * >  - з *  ■3 ?
Доказываемые ниже утверждения выполняется для множеств пред­

ложений произвольной сигяатуоы <У . Но мн огоаяичвмея оессмотрениек 

только счетных сигнетур, в потому полагаем, что рассматриваемы* 

ниже сигнатуры счетны.

I яе^МА 2. пусть So , 5ч , S * .  . . .  - непротиворечивые м н о ^ с т в ,

предложений * S .  С 5ч & $ *  '" ° Гяа миоиествоТ^ . ^ g .  яепоотиворе-

ч и в о /

доказательство, вреднолетим, что .Т  противоречиво. Тогда оу- 

Лвотв»«т тькое предложение Л  , ч т о Т н  (Л  л А)- вывод ( Л л Л )  из 

т  представляет outfoa конечный набор формул ж потому использует

7> ■ -
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конечкое чгело гипотез из Т  . асе эти гипотеза ьеЦиут в некоторое 

из данной последовательности, и потому &  h ( Л л  J ) ,  что проти­

воречит непротиворечивости множестве £,* . Лемма доказана.

IF^A  3. **сли 5  непротиворечивое множество плед догони* и ^
у-**

произвольное предложение, то хотя бы одно из множествS o f f lJ  , S u { j J  

является непротиворечивым. у

Доказательство^ Допустим,что оба множеств* 

протявооечиву. Тогда существуют такие предложения В и С , что 

£?,AK&a8)j S ,J  h ( C A C ) .  Согласно примеру б на о . Ж :  ( & л Ъ )  b  ( с  л £)

'f3 приведенных соотношений по правил? силлогизме подучаем: S, J) /-f£V\<fj 

и J  ̂ (СА С ) . Отсюда по правилу удаления \ /: /S , ) h  ( С л с )

Яо ( $  V М) доказуема в ИР, следовательно, S b . 'C C 'A  С )  , что противсое-

чит непротиворечивости *9

гпругту^щг? Д, <fHoкество предложения Т  сигнатуры <5 называет- 

с* доднчм в jg , если для каждого предложения J )  оигнатугы S '

выполняется: Т  h jj УЛ9 Т  h jf .

TJLC?.?*^ 1TI11* Всяко# непротиворечивое множество предложе­

ния 5  содержится в непротиворечивом и полном множестве Т  сигнату­

ры G  *

Яоказвтечьотво, Итоть £  непротиворечивое множество повалом#- 

ни* сигнатуоы <о ; занумеруем вое предложения оигнатуом в ” :

<А 1, Лх.} * Л*., Jtnw, ... , (з)

Используя эту  яумеоапир,построим пооледоаательнооть множеств

t ^ г | ? (Ц)

которая даст искомое множество Н9 ~ {J Q

* / •  So * S ,

3 / .  ^уоть {Ь^ определено, тогда полегаем:

<v ^  f , ®СЛ1Г S w V  £ J непротиворечиво,

—  1  S k .  V  ( j T * *  i i  8 случаях.

мно ^и. / к >0 / получается из поедыдж̂его

добавлением «  го i3 предложи* J»K или ^  . поэтому

So S' 3 1 § .. C S 4 w ДЛЯ каждого И. : J )K  £ ^  *** jfK 6  &
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Воквкем, что непротиворечивы. в /. S o  =  $  непротиворечиво

по усЛОВЯ». V

О /, Предположим, чтс $ * .  «противоречиво и рассмотрим S „ + i  . ЕСЛИ 

S k V  £ -гj  Явпро-гикоречяво, т о & „  = 5 ^ и { Л и^|то-е нерротморечиво.

Sc •• к  V  > Чци} противоречиво, то по лемме 3 rS*. l> f

иепрь: 1 оречивс, в в этом случее ^  ^ f<M> "отому оно ненроти-

воречяво.

Теки* ойрдзом, '.(</) удовлетворяет условие леммы Й , и тогде мно­

жество 'Т’ = искомое, ^ействительяо, во-первых , оно непро­

тиворечиво, Тво-вторых, оио полис в в  : ке^дое по* лощение Л

оигявТУР ' в  совпадает с векотсвнм предложением А ,  из Ш , и по­

тому * V & > «  А  6  7  . Л б Т  .следов.-,

тельио, Т Н Л  или Т h 1  . -Черепе докезеяе.

4* Теореме Неделя.

нирма ГЕДЕЛЯ. коя мвотество предло-еяий *5 яеппотиворечи.о, тс 

оно выполнимо.

доказательство теоремы ми разбиваем не три чести: в перво* чести 

с т р о я т с я  спеиеиьиое множестве предложена 7  , содержащее S f ев 

второй чести доказывается, что ето множество Т  непротиворечиво и по­

лно в денной сигнеттре; в третьей части строится модель, в которой 

истинны вое предложения из множества Т  *. * честности , в этой «оде­

ли истинны предложения из £ . Это и м м д о т  доказательство тесе-

МЫ.

1 . U££IESSS£S^ мнсивотве 1 _ ,  Ъотъ $  непротиворечивое «о^ес-

сигнаттры в  . Добавим к &  счетное множество символов констант,

на встречавшихся в £  : М *  ^Со, Сч, ... ,С|л, .-■} Сигнатуру <о - 6 V  М

«яре, чем &  , и потому меояество Формул сигнатуры в  будет оодер-

я кт)owe ТОГО, - всевозможные формулы 
жать все формулы скгветур» о  я кро»е

8Я5в: Л С ;, X i-м,

-  7 6 -
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Котовы» полжчеютея из яекоторв* формтл пое^не» сигнатуры <9" эамеиоа 

свободных пеоемеяяыт символами констант из М  . оигнатжоа 6 '  счетиа, 

и мы можем заномеровать все предложения сигнатугы G 'b следувшув по- 

следоватвльность:

Ал} Ях, ... , Ли., ... (S)

Искомое множество Т  бтдет полным в сигнаттре <5' и его пост­

роение аналогично конструкции в теореме Лиидеяваума.ИгдтгиеЯ ее

и. отроим следушцус последовательгоот» множеств предложен**-

s *. S<> -  , s-v, . . .  fc;

* ' •  S . ^ s  ;

2 /. Предположим, что 5 ^  построено. Те где £„<.< от>едел*етоя оледув- 
щям образом:

а/ Коли Sn.v/ $4ич] непротиворечиво, и J M 1  re начинается о квантора 

3  I то Зи*1 =

б/ Воли 1Ацм] непротиворечиво и для не кет op eg формулы B ( Q  

А * ы  -- 3 *  В (at) , то •  S * . V/ f A . ^ ]  и { в ( С и ) ] ,

гл* Ct ч. - первой символ константы яз М , котера* ге вгодит в 

S * .u

в/ воли S 4 i, { 4 * , }  противоречиво, то S H+< г S*. f Л ч ^ } .

Теперь искомое втеивотвс 7  полагаем равном Т  ж U  Sn

2. ^противоречивость и полнота множества Т  . Do поотрееннв т .

«ое множество (и > о) получается из ггредвяуаего добавлевием не- 

которыт предложения сигнатуры G  среди которы* .дна предложение 

Л и. или А к . Поэтегму Ло S S* £... S Sk с... и ш  иеждого И. ... 
либо Jin e s * ,  либо Ли 6 5Ч. "окажем, что S*. яепретиворетивя.

1/У' ~ S НвГфОТИВОрвЯНВО ПО УСЛО**».

г / .  Предполоипт, что непротзворате зг расокотрго S**<

По леш<е з: S k u [jW <\ *jth 0  £<JW*}мпрог»вот>ечг»1в« жжгтаство. 

в/. Если [Ли**} противоречиво, то Sw ^[£и]яепротиворечи*о,

в этом случае * S « V  , и потомт непротиворечиво,

а /, Уели S яепротивовечиво и Л ц<_, не начинается о иваято-

Р& , ТО ?ак*е явш>оти»о»еч11во*



6 / .  Пусть S * .v  f j U < ]  яепсотявопечявс * Л н м  « 3 *  В<*> . ’ = « >

S«.m -   ̂[Л«« j с/ i В (с̂ к.)},
где С£л первая символ коистеяты из М  , не входная* в 5» ., Л » м .

т е д п о л о и м , что S * *  противоречиво, тогда существует такое предл.

яеяие р  сягяаттры S '  , ' T o S ^ h  ( » Д  » )  • Распишем это соотио-

шеяие подробнее: > _

S . ,  Л м 1 ,  6 ( С С к ) М » ^ ) —  •

а а С » д » )  Ь Bi*-1-*’
ртсода по правилу коятоапозипии: й * .,< Н и м , >• _ _ ---

но (Ю а 1 Г )  доказуема я ЯП , следовательно: S h., Л и М  н &£*■ «.)

так как С'; к. не во-гоечавтсч в £ * . ,  Л « м  . то символ C i*. в вывод*,

f l J Z )  яз S k ,  Л и м  играет паоочвято воль в том смысле, что вмес о

£. я этом выводе мояяо выло вы вставить символ пеоемоииоа i  , ̂

в с т р е ч а е м с я  в 3 * ., Л и *, . Ч оезультате выл вы полтчея вывод В 'J

«з S * ., Л и М  • Поэтому считаем, что Зи., Л и м  И  W  , где i

встречается ш 3 * ,  Л ч «  • Тнтеяям  правило введения V  :

$ц. Лн  ̂ h ^  5CW___

По теореме K i V i & W 31 3  * S О »  и * £ £ & *&>■ ?

тсгдл яз (7) * ИЗ последних »гвивалеит*оства ползаем:

З ^ Л и м  V  з Г Ш  ■ S ;  Л и * л «- .3 ±  В С *)

ЭТО противоречит тамг, что S * .  v  J Л * м  } непротиворечиво. Такям рв- 

разом, $ * + ,  иепротиворечиво, С6) »довлетвоояет услова» леммь г, и 

тожество *т Г U  5 К. бтд«т яеппотжвопечввыи, Кроме того, же*дов 

предл ож и в  JS, оигчетуоч 6  оовпедеет с яекотооым т>едло-»вяием 

Дн. *з (.5) . и поэтому Дц f Т  ил* Ли. 6- Т  • "fo влечет: Т f  Я 

или Т  I- I  , т .е .  Т  полчо в оягяаттое в  . 

j .  ^стпоеяие модели i  М ,< 5 '> .  3 качестве основного множества возь­

мем И  - \£о, (■>, - . С-,, . } .  "оедякатяые символы < Р, , Я  ... >

из <5 иятеопоетируетоя иа М  оледтвтям об-езом:

для каядого £ и пооизвольяых , Сс*. ^  ^

л С .  ( Г м , если Т  fj ( С ч ,  ■ • С*к.),

1  ’ С ‘ * ) Т  L J ] , если . T V f l V t f , .  , СсЛ ).

•уа* как тгеуество / чвпооглвосвчнво * полно 9 (3 . ?0 либо
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Pj (Ci1l .... j CCK)  » либо^Т h Pj (ccf}...t 6^K) , а это означает, что 

либо р (Ci1r_ 'CLi)-U ' либ° Pf (£% .••, CL*, )-И t т.в. данная интерпре­

тация корректна. Покажем, что в полученной модели < M t <51? истинны 

^  вое предложения множества 7  . для этого докажем, что для любого 

предложения J  сигнатуры G  ' верно:

J) * М <— » J h Jj

Доказательство будем вести индукцией по длине построения J  

1/. Пусть А  атомная формула : J\- Pj*'(C£it..., С1Л)  . ты-да оог- 

ласно интерпретации предикатных символов имеем:

*• j)- и —  />Д<гч C U ).  *  T b f f ( c it' a j ,
т.а. Л  удовлетворяет ( f ) .

_ !L  г/> Предположим, что предложения В к С удовлетвопявт ооотиоиеиив 

Д О , т.е.

ев * В з и  * —*■ 7  h  В  , С З )

с - и *— * 7  *- <г I с/*»*

Рассмотрим предложение Л  , имевшее щек из сзадувших видов:

В , ( В а с ), СВ v c ) ,  (В ~ * с ) .

. А - В * X -  непротиворечивое множество, поэтому воли

T h B  , то В невыводимо из 7" # а так как £ удовлетворяет^, 

то В - J) . То где В * И ъ М

Обратно, если Б ~ И , то g ;  j) н а  силу предположения ($) 8

не выводимо из Т  . в силу полноты Г  имеем: 7 V /  , таких образом,

е/1- В удовлетворяет (ё) ,

S= L л--(Влс)  ?ели 7 >  ( В а с ), то по правилу тделеяя. /5 

имеем: Т h В г. Т  f-С . тогда по пред поло** вив (9 ) ,М  ■ В ~ U

К С ~ И » Т.е. J) * ( В а с ) ^ И'

С0Р.Т-О, если ( & л С ) ^ И ,  го в ,  И * С *  К , г ожпу (9),

*1*- В и 1 h С , Гтсвда по правилу введения л : Т  h СВа С)  

Т’аким оОразом, для ГЙЛ С) выполняется

3.-«. Р«ГП«: Л * ( 8 у  С ), Воли ( Ь у с ) = И , то . . .  С = ff.

тогда по предположение ($),(1е) : Т h В или Т  Ь С . цв # ойо„
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V  выпоняатея: T h ( B v C )  . 
случаях пв правилу в / С ) ~  JI . Тогдв

« Т | - С 0 \ / С )  и от противного ^
Обретя©, пусть Выводимы

.  С- П , ОТСВДв в СИЛУ (9),(10> • в '  и ,.
* = Л  ■ С- Jl ' « '  «T f- ff  „ г h С . Отоеда по

„ т  Тт ” " д  ».'<8'лё)1-(в^с). м .» — " " ’
прввяяу введения „епоотиворечиво.

*r l. / g v ~ C )  - ЯТ0 яавозмо-чо, «во

удовлвтворявт (<5/. 
такям образом, ( В то Ь ~Л  я ля О # .

л / а ______________________________ » /* \  ЛИ ( &  *- /  ™ *

lz2-£ S 2 2 3 1  ' (9 ) g я . выводимо из Т  я , следовательно,

гели ‘З-Л , то в снят . (ft V  с) . Но
Т . г  . стенде по правяят вввдвяяя • ^

. 1 h V ■ rpu/ ft— Пусть с - И * ТС1 Д

а //*\ 1-/R—*сЬ  * noTO,fy v/ инеем*( & V C )  Н & ^  V »  « n -я и л т  °в вд в яяя  ^  *меем.
гг 1- С . 7 3  последнего по поввялу

Т 7 ^ о . . ~ ----

т , . ■ т” г“

Обратно, яуоть '  • 1 9 ) ( ю )  : T V  В я С
„  а ■ в СИЛУ поадпояояеяяй 19),Н °>  ■

8 г И  я С - Л • Tf- С . ПОИМ-.ЯЯЯ правило ввода-
__ Т* ттвсявйявв вявявт __

яв выводимо 1 3  I * иосд i A A F \ b ( i r = ^ )  » отсю да еле 1 Т 9 Т .
Т и  £& Л С ) . « e l S A C / r i o  /  »

аяя Л , во*Г*ям Т к  / й —^ с ) .  Поэтому f8 с)-И

„ т , . < Г = « >  T h < * <г)-

" Ь  ,  „ . . . . « . г .  « М

з / .  пусть В < *>  оодаримт одяу пева-еяит

„ « » » * * » ' ( «  V удоелетеоряет . { «  . ^

« м . м  —  T»-

3 ,  й (х ) ■ ■ V *  В ( * >  •
о.ссмотоям предлоиеяяя вида 00, падает с

» . » » .  j >k  -  i s )  ■ -  „  L f  т .

о т .  Т К М О  ■ то г ,. .  « п  1

ладнее влаяат: 3  X  g l * ) r И • м  ; 8(c)- И
1  n U  "огда «лч наивтооогс С с  m  . и )

гврвт-го, пусть З х  & ( * ) -  И  • Л .
Г к й ( £ >  -оямвячя повеяло введения J  .

,  яе поедполсечне T b & <  ) - е< Л - Ч * М  ^ 0 М " '
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аеряет t Ю .

с л 74 ait: Л ~ Vx. Ь ( х ) . лт-ть Т  Н У х  В бх.) и Узе. В(*)=А в М 
тогда цля некоторого С£  N  : 0(c) « Л  я * силу М )  : ;fTV

С - символ константы, я потому в формуле 6 Ос) , получаемо» яэ 

&Ус) эа*ечо* С яа X  , отсутствуют кванторы по С . Это значит, 

ч?с С свободна для х  в В>(х) . По правилу введения -J'. З'̂ ЬЗх. &(х). 
voгда отсюда и яз предыдущего соотношения получаем: 7 V  Зое Вех).

По теооеме * яз а имеем : Зэе В(х)ЬУх0ф),и поэтомуТh У *  S 

что про~ивог>е̂ ит предположению T h  Уэе ВСх) , Следовательно

Обратно, пусть УхВ(ж) = И * У х 4 (х )  не выводима яэ Т  . Й

сялу полноты множества Т  : 4 V  Узе 8r*j. По таооеме 5:V*BteJh3* 6(Гх). 

*з этих соотяот1аня1 по поавялт силлогизма получаем: Тh 3 х. & >
Последняя формула является предложением ценно'* сигнатуры я потому 

ямеет яекоторы4 номес в £5") : -4ч. г rlx B W  . °ассмотри* соответст­

вующее множество <3к яз С С) . Но построению S * * S ^ i vfAnj \JJ8 (C)]f 

где С £ M  . Тогда Т  я потому TV В (с) ш итоюда » ему чопро-

тяворечявостя Т  следует: В (С) не выводима яэ Т  . Тогда по 

предпоповеяно (.11) : 5(c)* JI , что противоречит допущению Vx Boz)xЦ 
Полученное противоречие доказывает, что Th Vjs В(х) .

Соотношение (У) доиаэано, яз него следует , что любое предложе­

ние яз Т  ястияяо • < Ы} 6* ? , ток как оно выводимо из Т  . Теорема 

доказана.

Произвольней формальная системе помимо логических аксиом содержит 

не логические аксиомы. Например, аксиомы геометрии опиоываот свойства 

геометоических фигто, аксиомы алгебоы описывает ово*отва алгебраячес* 

них операций и отиочеяиЯ, аксиомы математического анализа описывают 

свойства действительны* чисел, и фуиктИ, я т.д. 40 *се логические рас 

суждения в таких оястомах осуиествлаются в оатеах исжислення предика­

тов или логики предяжатов. ^ем самым , формулы исчисления предикатов 

охватывают всевозможные схемы рассуждени* » формальных оястем&х, а до* 

каэуемые фор» ы ИЯ охватывают всевозможные схемы правильных оассуж~
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В взмкевт .onooo : достаточно и  « е д е т ,  - о ш м  

тов для того, чтобы доказать либо. утверждение, которое вытекает к , 

даняоЕ с о т о  мы аксиом? Эта проблеме носят название поослемы полноты

исчисления пиедугкетов.

т « г т . .  и « Я Г О . * » — ™  • *  " Г"  *

ко тогда, когда Л  тождеств-нно истинно.

Гюказа.-ельство. Вол» Л  доказуемо в ТО, то оно получается яз 

аксиом о помочь* правил вывода. » «  отвечалось я доказательстве тео­

р е м  7 . аксиомы Ш! я в л я е т с я  тождественно истинными, я правил. выод. 

нв выводят я ас за пр.делы тождеотвенно нстянчых формул. П оэтов  до- 

к в зув мыв Фор му ям суть то.доотвеяно истинные.

Обратно, лусть J  тождественно истинное п о л о ж е н и е , тогда J) 

является тождественно ложным предложением, я с л е д о в а т е л е : множест­

во п^длежаня» { j  ] «  —  выполнимым. Тогда по те о р е м

Гадал* ( I ]  на может быть „противоречивым, ибо в поотивном слу- 

чае Г Л  • « »  * •  .«полнимым, пд.довательно, [ Л ]  противоречиво,.

л !  I. / а  a S ) * применяя правило
потому существует В т .км , что Я ► (Ь л В )

г Г Т ъ .)  ̂  Я . Но ( Б л б )  доказуема в Ш ,
кситр.позипии, получим ( 6 л Ъ) ^ Л

й*адоввт.яьно, А  доказуемо в V B . Т .о э е м . доказан.^)

Тпадкдуаве теорем, является ооновяымя тасоемами таоряи моделей 

Солее того, . . .  были п.рвымя крупными теоремами таор.я моделей кроме 

них мы докажем . . .  две в.жнне т е с .м ы  зто* т .ори н . Каждая яз зтя ,

теорем была получена в свое воем, независимо от т.оремы .-.деля, я

каядая яз них обогатила м ат.м .тяч .еку» логику пенными методами дока 

за те льств, позволившими в д а л ь не*..*  получить ряд крупных результате, 

В данном курсе мы сводим доказательства .тих теооам к теорема Г а д ..

и ^ я г Я У А -  С Г О Я В Ь  *сли множаство предложений 5  имеет

,одель, то оно имеет счетную модель.

п и сател ьство . Коля £  имеет мод.яь, то по таооеме 7 оно напло­

ти,орачиво, тогда к £  примчим конструкпяв таооемы Геделя г полу­

чим м о д .л ь < М ,в '>  для s  ,в  KOTOPOS основное множество 1



ю ш ш я  м и  Ц . И » . .  S

» л ,  и n o n  « г « Ц а т н о л "« « и о в с т .о  »m «t и м ™ ,. 

всё множество 5* имеет модель.

« i a S S W R n o .  П/сть£к^ое)конечное подмножество S ’, <£ 5  

«вот  модель. Гогда каадое таков ^  непротиворечиво. предполо - 

« и .  что само тожество 6 ’ противоречиво *  потому су.еств^т 8  

такое, что Л > » л З > .  ЙЫЯОд (Р>лв)т  <? содвржит t0lie4H0e

число гипотез иа ,5 . Ойозн^м « о  множество гипоте, черое Л' 

* « • * .  S, h (вл В), но это противоречит условие теоремы. П е ­

ченное противоречие док аж ет . что S  непротиворечиво. Тогдв 

по теорем, Геделя S  имеет модель. Теорем, доказана



Ривдея Ь. элементы твори алгоритмов.

центральным понятней современно* математики является понятие 

алгоритма, начиная о древнейших времен, алгоритмами назывегт опре­

деленные пропедуры иля наборы яревил и инструкция, механическое вы- 

„гинаиие которых позволяет решить лвбув задачу некоторого данного 

ялао... - Класс задач, для которого подобные процедуры сушеотвугт, 

называется алгоритмически разрешимым или просто Разрешимым . npo<V 

лема разыскания алг- итма называется алгоритмическо* проблемой или 

проблеме* разрешимости для этого класса задач. Например, существует 

процедура нахождения наибольшего обшего делителя двух

натура»:”чх чисел а , Ь / *Ап,(Л,.1) / .  называвшая алгоритмом 

Квклида. Она заключается в выполнении следувте* последовательности

делений:

I/. ПУСТЬ а  > Ъ , тогда делим а  не I и находим остаток

Воли h? С , то I =(Н.О.О (<М ))

с/, Пусть >0 , тогда делим { «  U  .  находим остаток V

Голи Ч г0  • то * 1 г (н ® °  ел,

а/. Пусть Xi.ro . тогда делим 1, на * т.д.

фопедура пр.кревается « к  только некоторый остаток ока-ется рав­

ным О, при атом последние делитель является искомым Н.0.%

?тз других числовых алгоритмов укажем еве алгоритмы разложения 

натурального чнела на простые «иоиители, алгоритм извлечения квад­

ратного корня, алгоритм распознавания делимости чисел на 2 ,3 ,4 ,5 ,* . 

В предыдущих главах нами рассматривались некоторые процедуры, коте- 

ВНе такие являвтоя алгоритмами для решения определенных задач мате­

матической логики, «апример, в доказательстве теоремы * раздела 1 |

был -ониоан алгоритм построен», СДИФ и СЙНФ для Фсрмул елгебры в,- 

оказывании. Метод построения сокращенных таблиц истинибст* /с. 27/1 

являетвя одним из алгоритмов упповения ферму* алгебры .помай 

ваний£ конце раздела 2 указан алгоритм, позволявшие выяснить"яв- ■ 

«яется ли доказуемо* данная формула J  исчисления выскезывеня .
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в эти* примерах мы имеем тяе готовые алгоритмы, и вам остается 

только проверять их правильность. Но в тех случаях, когда искомы, ал 

горитм на удается построить, возникает вопрос: существует ли вообще 

данный алгоритм? например, оувествует ли алгоритм , позволяем* выяс. 

нить доказуемость или недоказуемость данно» формулы исчисления пре- 

дикатов?

Чтобы ответить на этот вопрос, мы долгныиметь строгое математи­

ческое определение алгоритма, приведение* в начале главы определение 

этого понятия не является точным математическим определением, оно 

линь поясняет содержание алгоритма. Поэтому в тридцатых годах нашего 

века производится анализ понятия алгоритме , ж в работах Геделя, 

Черча, Клини, Тьюринга, Поста и несколько поз** в работах Маркова 

разрабатываются Различные математические определения алгоритма. В 

дальнейшем оказалось, что эти определения описывают един и тот же 

класс алгоритмических процедур. *то обстоятельство позволяет считат^ 

*то w Действительно имеем матеметичеокйе определения алгоритма.

В данном разделе мы рассматриваем отрогов оппедвлежив алгоритма, 

данное в терминах «машин Тьюринга»»*

1* Машина Тьюринга.

представляет сово* вбстрвктвув вычислитальнув 

mbbhhv, соетояшув из конечно* ленты, читавшее головки, управлявшего

устройства и конечной прогоаммы.

Л£Лвчпм^мтв развита на одинаковые ячейки, в каядо* ячеЧке J0- 

тет выть записан один символ из данного конечного мнояестаа

f а'“ } ' 3то множество назывеется внеяним алфавитом, сама лен­

та часто называется вневяе* память». "ля удобство описания мы счита­

ем, что пустые ячейки сояер.ат -пусто* символ» - - д  котопы* 

включеем в алфавит каждой машины ^ьюринга.

Я каидыа момент времени на ленте записано коиечяоа число символов 

влфьвита, включая постоя символ:
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Мо в поопасса работу малик* мо*ет неограниченно встраивать пусть 

ячейки с левого « правого краев ленты, - мы говорим, что лента 

потея пяально^е^ обе стороны.

Читавшая головка - это некоторое устроЮтво, которое мотет пере­

мешаться вдоль ленты так, что в ка*дыи дискретны* момент времени 

Ь *  07 1,Х. оно обозревает определенную ячейку. Читавшая голрвн 

»атпый момаят натопится в некотором внутреннем состоянии. Число *

-  G6 -

тленних состояний конечно, из множество 2̂ i % а» ? f* 

надувается внутренним алфавитом или внутренней памятью

д j Л | Л | 0^ CUt CLib j &иц\ Л 1 А | Л | Д

■/

Одно из внутренних состояний объявляется заключительяым_^  условимся 

в дал^ейне* обозначать заклочитеяьноё состояние символом « I " .

управлявший механизм на ка*дом такте работы а зависимости ит сам- 

вола обозреваемой ячейки ■ от внутреннего состояния головки монет 

одновременно выполнять следующие операции: 

а / стереть символ обозо^ьа-и^* ячейки * записать вместо него друг? 

символ из внешнего алфавите,

<5/ изменить внутреннее состояв а головки на любое состояние ввуто 

наго алфавите,

в/ одвинуть головку вправо шли влево на одну ячейку. Если пои э' 

головка находилась на краю ленты, то при соответствующем сдвиге.г 

автоматически достраивает одну пустую ячейку. Рели головка пвихс.. 

заключительное состояние •  } * , то управляв®»* механизм останавл 

вает работу машины. £сли *е головка никогда яе приходит в заключи 

нов состояние, то ©читаете* , что маяияа*работает бесконечно** 

Программа машины тьюринга представляет собо2 конечны» набор 

«©манд следуем его выха

<}jAc — * а г <£s , c/ j  ^  —* a x f s /?, — * a % p s C

nos этом программа не содеокят различных команд с одни*, ко вами яег 

частями *



ц нежная такая команде означает, что если читапшач головка мвшины 

находятся в состоянии к обозревает символ , то в следую­

щий момент времени головка переходит в состояние f a  и изменяет

• символ Cti не ; если же команда содержит символы R или

'р дсттолнительно головка сдвигается соответстреячо вправо или влево 

t до одну ячейка. мы говорим, что ма~!ин* ^ьюринга выполнила один такт 

•ук^вОоты. Условимся программу машины "ьюрияга записывать в вице еле- 

дуошей таблицы:
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В такой таблиц®, если программе машины содержит команду —*

R. , то на пересечении .столбце 9"/ й строки &<: записывает­

ся CL̂  рц £ •

Пусть в ячейках мвшиян М  записаны символы Q+t,

включая пустой символ; читающая головка н а х о д и т с я  в состоянии и

обозревает ячейку с номером ^  . «огда слово

a.-, ... f / ас* . ...

назывеется меж и hhw  ало ном_ и ли состоянием мазгины М  . Предполагает­

ся. чте му можем любую м ear и н у  М  с соответствуггим алфавитом пои-

*** вести в любое состояние вида {4 }  к запустить работать. Работе

будет заключаться ъ переходе из одного состояния б другое согласно 

своей программе.

Пример * . ,!vcTb маяина М< имеет внешний алфавит Л  - [л ,

»т

М , г *

л л О , ц
1 !

1 1 % 0  Я Н - Г &

Тогда есл ш * ^ач-еяьрч?, момент /-0-1 такт /  на ленте М ^  за пи-
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